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Curs 2010-2011

1.1. Examens de taller 2010-2011 Q1

Raonament

1

4

Considereu la connectiva & definida de la manera segiient:
p&q:={PA-q)V(gAp)

Feu la taula de veritat de la proposicio (p @ (p — p)) — q.

Doneu una proposicié equivalent a (p® (p — p)) — ¢ que no contingui la connectiva @ i que contingui
el minim nombre possible de connectives.

Considereu la connectiva | definida de la manera segiient:
plag:=-pAq

Feu la taula de veritat de la proposicié ((pdp) L q) 4 ((p 4 p){q).

Doneu una proposici6 equivalent a ((p L p) L q) } ((p  p) 4 ¢) que no contingui la connectiva | i que
contingui el minim nombre possible de connectives.

Considereu la connectiva | definida de la manera segiient:
plg:==-pV—q

Feu les taules de veritat de les proposicions (p|p)|(¢lq) i (p|g)|(plq)-

Doneu una proposicié equivalent a (p|p)|(¢g|g) que no contingui la connectiva | i que contingui el minim
nombre possible de connectives.

Doneu una proposicié equivalent a (p|q)|(p|¢) que no contingui la connectiva | i que contingui el minim
nombre possible de connectives.

Considereu les connectives | i | definides de la manera segiient:

plqg:=-pA-q, plg:=-pV-q
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1) Feu la taula de veritat de les proposicions plg i (p | p) } (¢ | ¢) i doneu una proposicié equivalent a
plg que només contingui les connectives — i |.

2) Feu la taula de veritat de les proposicions p | ¢ i (p|p)|(¢|q) i doneu una proposicié equivalent a p | ¢
que nomeés contingui les connectives — 1 |.

3) Doneu una proposici6 equivalent a p | p on nomeés intervinguin connectives classiques (negacio, conjun-
ci6, disjuncio, condicional, bicondicional) i doneu una proposici6 equivalent a p|g que només contingui
la connectiva J.

4) Doneu una proposicié equivalent a p|p on només intervinguin connectives classiques (negacio, con-
juncio, disjuncio, condicional, bicondicional) i doneu una proposicié equivalent a p | ¢ que només
contingui la connectiva |.

5 Trobeu una proposicié equivalent a p <> g on hi apareguin exclusivament:

1) Les connectives =i V.
2) Les connectives = 1 A.

3) Les connectives =i —.

Solucié:  Tenim en compte les equivaléncies: (p <> ¢) = (p = ¢) A (¢ = p), (p — ¢) = ((-p) V q),
(pAgq)=(pA(=(—q))) =—(p— (—q)) iles lleis de de Morgan.

Dpea=@—=9A(g—=p) =)V A g V) =~((=((=p) V)V (=((mg) Vp)))-
2)pera=p@—=2>9N(g=p)=((p) VYA ((=g) V) = (2 A (=9) A (=g A (=p)))-

) perqg=p@—9N(q@—=p)=-(p— 9 A(=(g—p)))

6 Simbolitzeu en el llenguatge del calcul de predicats els enunciats que segueixen. Ho heu de fer de
dues maneres:

a) sense utilitzar quantificadors universals (V) ni condicionals (—) i amb el minim nombre possible de
negacions (—);

b) sense utilitzar quantificadors existencials (3) i utilitzant condicionals (—).
Els enunciats son:

1) No tota funci6 té derivada.

2) Hi ha funcions continues no derivables.

3) Cap nombre enter és parell i senar alhora.

)
)
)
4) Tot nombre enter és parell o senar.

13

Useu els predicats: F': “ser funcio™; C: “ser continua”; D: “ser derivable”; N: “ser nombre enter”; P: “ser
parell”; S: “ser senar”.

7 Simbolitzeu:

1) Hi ha un anic objecte que té la propietat P.

2) Hi ha exactament dos objectes que tenen la propietat P.
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3) Hi ha com a maxim un objecte que té la propietat P.

4) Hi ha com a minim dos objectes que tenen la propietat P.

Solucié:

1) 3z (P(x) AVy(P(y) =y =x))

2) Jz,y (P(x) ANPy) ANx #y) AVz(P(z) > z=2xVz=1))

Conjunts

8 Siguin A, B i C conjunts arbitraris. Demostreu que A—(BNC) C A— B si, i només si, ANB C ANC.

Solucié:

=)

En primer lloc, observem que: A — (BNC)=(A—-B)U((A-C).
Size AN B, llavors z € Aix € B. Volem provar que x € Aizx € C.
Que x € A ja ho sabem, per hipotesi.

Suposem que z ¢ C. Llavors tenim d’una banda que z € A i d’altra ¢ C. Per tant, z € A —C C
(A— B)U (A - O). Ara, per hipotesi, podem afirmar que z € A — B. Es adir, v € Aixz ¢ B.

Perd ara tenim que x € B ix ¢ B: contradiccio.

Per tant, xz € C.

Tenim:

re€A—(BNC)=zxe€ ANz ¢ BNC
>z€AN-(zreBAzeC)
ze€AN(x¢ BVzx¢l) (1)
=>(xeANzg¢B)V(xeArx ¢ ) (2)
=cvcA-BvzeA-C

(1): llei de de Morgan; (2): distributiva.

Arasiz € A—C llavors x € Aix ¢ C. Per tant, per hipotesi tenim que z € Aixz ¢ B. Aixi
doncs, en qualsevol cas obtenim que x € A — B, com voliem demostrar.

9 Siguin A i B conjunts arbitraris. Demostreu que (A — B) U (B — A) = A si, i només si, B = ().

Solucié:  Es tracta d’una equivaléncia. Per tant, haurem de demostrar dues implicacions.

<)

=)

Suposem que B = (). Llavors:
(A-B)UB-A)=A-0Hul-—A)=Aud=A

Efectivament: els elements de A — () sén els elements de A que no pertanyen a (); és a dir, tots els
elements de A. A més, ) — A esta format pels elements de () que no pertanyen a A; és a dir, és ().

Suposem ara que (A — B) U (B — A) = A. Volem demostrar que B = ). Ho fem per reduccio al
absurd. Suposem que B # (). Llavors existeix un element x € B. Ara distingim dos casos: z € A i
x ¢ A
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Cas1: € A. Llavors x € A, pero x ¢ B—Aixz ¢ A—B; ésadir,z ¢ (A—B)U(B— A).
Contradiccio, perqué aquest conjunt és igual a A per hipotesi.

Cas 2: x ¢ A. Llavors © € B — A i, per tant, x € (A — B)U (B — A) = A. Contradiccié perqué
estem suposant que = ¢ A.

Per tant, en qualsevol cas arribem a una contradiccié. Conseqiientment, B = {).

10 Siguin A i B conjunts arbitraris. Demostreu que (A—B)U(B—A) = AUB si, i només si, ANB = .
Solucié:  Es tracta d’una equivaléncia. Per tant, haurem de demostrar dues implicacions.

<) Suposem que AN B = (). Llavors:
A-B={zxcA:2¢B}=A, B-—A={rxeB:x¢ A} =B.
Per tant, (A—B)U(B—A)=AUB.

=) Suposem ara que (A—B)U(B—A) = AUB. Volem demostrar que ANB = {). Ho fem per reducci6
al absurd. Suposem que AN B # (). Llavors existeix un element x € ANB, ésadirzx € Aix € B.
Pero aquest element x satisfa: * ¢ A — B, perqué € B, iz ¢ B — A, perqué x € A. Per tant,
x ¢ (A—B)U(B—A)ize AUB. Contradiccio, perqué estem suposant que aquests dos conjunts
sén iguals.

11  Siguin Q un conjunt i 4, B,C C Q subconjunts tals que AN B¢ C C'i C°N B = (). Demostreu que
ACC.

Solucié:  En primer lloc observem que la condicio C°N B = ) és equivalent a dir que B C C. Efecti-
vament: si C°NB =01z € B, llavors x ¢ C° i per tant € C. Reciprocament, si BC C'ix € C°N B,
lavors x € Bixz ¢ C; ésadir,z € Cix ¢ C. Absurd. Per tant, C°N B = (.

Sigui « € A. Distingim dos casos:

Cas 1: z € B. Llavors z € C, per l'anterior observacio.

Cas 2: = ¢ B. Llavors x € AN B¢ i, per hipotesi, aquest conjunt és un subconjunt de C. Per tant,
zeC.

12 Siguin Q un conjunt i A, B,C' C Q) subconjunts tals que BN C¢ = (). Demostreu que A — (A — B) C
ANnC.

Solucié:  En primer lloc observem que la condicio C°N B = ) és equivalent a dir que B C C. Efecti-
vament: si C°NB =01z e B, llavors x ¢ C° i per tant € C. Reciprocament, si BC C'ix € C°N B,
lavors x € Bixz ¢ C; ésadir,z € Cixz ¢ C. Absurd. Per tant, C°N B = (.

En segon lloc, qué és A — (A — B)?
r€A—-—(A—B) <= zc ANz ¢ (A-B)
<< z€AN(x¢ AVzxEB)

— (xc€cArz ¢ A)V(zre ANz € B)
<= rc€ANB

Esadirr A—(A—-B)=ANB.

Per tant, hem de demostrar que AN B C ANC. Sigui x € AN B. Llavors x € A i x € B. Per hipotesi,
siz € B, llavors € C. Per tant, t € Aiz € C. Esadir,z € ANC.
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13 Siguin Q un conjunt i A, B,C C Q subconjunts no buits tals que AN BN C = (. Proveu que si
D C Q és un subconjunt tal que DN A C DN B, aleshores DN C C A°.

Solucié:  Siguix € DNC. Llavors x € D i x € C. Volem demostrar que x € A°. Ho fem per reduccio
a absurd. Suposem doncs que x ¢ A€. Llavors x € A. Es a dir: x € Dix € A. Per hipotesi, x € DN B.
Pero ara tenim que x € AN BN C, que és el conjunt buit, per hipotesi. Contradiccio.

Per tant, x € A°.

14 Siguin A, B i C conjunts tals que AUBC AUCiANBC ANC. Demostreu que B C C.

Solucié:  Donem dues demostracions.

Soluci6 1: Sigui € B qualsevol. Llavors x € AU B, i, per la primera hipotesi, x € AU C. Ara tenim
dos casos.

Cas 1) x € A. Llavors € AN B i per la segona hipotesi z € ANC i per tant x € C.

Cas 2) x ¢ A. Com teniem x € AU C, necessariament llavors z € C.

En ambdoés casos resulta € C, i per tant queda provat que B C C.

Solucié 2: Sigui x € B un element qualsevol. Per la definicié d’uni6 tindrem x € AU B. Per la primera
part de la hipotesi resulta llavors que x € AU C' i a més recordem que = € B.

Per tant z € (AUC) N B, que per la propietat distributiva assegura que 2 € (AN B)U(C'N B). Emprant
la segona part de la hipotesi resulta ara que x € (AN C)U (BN C). Tornant a aplicar la propietat
distributiva resulta x € (AU B) N C. I per tant, en particular resulta que « € C. Per tant queda provat
que B C C.

15 Siguin © un conjunt i A, B,C C Q subconjunts tals que AN B # @ i BN C¢ = (). Demostreu que
ANC #0.

Solucié:  Ho fem per reducci6 a I'absurd. Suposem que AN C = (. Per hipotesi, AN B # 0); per tant,
existeix un element x € AN B. Aquest element x no pot ser un element de C, perqué estem suposant que
ANC =1{. Per tant, x € C°. Pero ara tenim que x € B i x € C¢, i, per hipotesi, sabem que BN C° = ().
Contradicci6. Per tant, AN C # 0.

16 Siguin Q un conjunt i A, B, C' C 2 subconjunts. Demostreu que C C AN B si, i només si, CNA® =0
iCnBe=0.

Solucié:  Es tracta de demostrar una equivaléncia. Per tant, hem de provar dues implicacions.

=) La hipotesis ens diu que tot element de C ho és de A i de B. Si C'N A° # (), aleshores existeix
xzeCNAS illavors z € Cix ¢ A Perosiz € C, llavors, per hipotesi, + € A. Ara tenim que
x € Aix ¢ A: Contradicci6. Per tant, C' N A° = (). Analogament es demostra que C' N B° = ).

<) Hem de provar una inclusio: C C ANDB. Sigui x € C. Volem veure que © € Aique z € B. Suposem
que z ¢ A. Llavors tenim que z € C'N A°, que per hipotesi és el conjunt buit. Contradicci6. Per
tant, x € A. Analogament demostrem que x € B.

Aplicacions

17 Considerem 'aplicacié f: N — N definida per:

n, si n és parell
-]

n—+1, sin éssenar
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1) Proveu que fo f = f.
2) Calculeu f[{1,2,3,4}]. Deduiu que f no és injectiva.

3) Calculeu f~1[{0,1,2}]. Deduiu que f no és exhaustiva.

Solucié:

1) a) Sin és parell, lavors f(n) =ni f(f(n)) = f(n) =n,

b) Si n és senar, llavors f(n) = n+ 11 f(f(n)) = f(n+1); com ara n + 1 és parell, f(f(n)) =
f(n+1)=n+1.

Per tant, fo f = f.
2) fI{1,2,3,4}] = {2,4}. f no és injectiva ja que f(1) = f(2).

3) f71{0,1,2}] ={0,1,2}. f no és exhaustiva ja que el nombres senars no tenen antiimatge.

18 Considerem 'aplicacié f: N — N definida per:

n, sin és miltiple de 3
f(n) = .
3n, en cas contrari
1) Proveu que fo f = f.
2) Calculeu f[{1,2,3,4}]. Deduiu que f no és injectiva.

3) Calculeu f~1[{0,1,2}]. Deduiu que f no és exhaustiva.

Solucié:

1) a) Sin és maltiple de 3, llavors f(n) =n1i f(f(n)) = f(n) =n,

b) Si m no és multiple de 3, llavors f(n) = 3n i f(f(n)) = f(3n); com ara 3n és multiple de 3,
f(f(n)) = f(3n) = 3n.
Per tant, fo f = f.

2) fl{1,2,3,4}] = {3,6,12}. f no és injectiva ja que si n no és multiple de 3, llavors f(3n) = f(n).

3) f71{0,1,2}] = {0}. f no és exhaustiva ja que el nombres que no s6n miiltiple de 3 no tenen antiimatge.

19 Considerem l'aplicacié f: Z — Z definida per:

—n?, sin<0
n?, sin>0

f(n) =

1) Calculeu f[{-2,-1,0,1,2}].
2) Proveu que f és injectiva.

3) Calculeu f~1[{0,1,2}]. Deduiu que f no és exhaustiva.

Solucié:

1) f[{*27 -1,0, LQ}] - {747 -1,0, 174}'
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2) Hem de veure que si f(n1) = f(na), llavors ny = no.
f(n)=f(ng) =ni=n3vni=-ni=ni—ns=0Vni+n3=0
a) si n? +n3 =0, llavors n; = ny =0,
b) si n? —n3 =0, lavors (n; —na)(ny +n2) =01iny —ny =0, ja que 0o ny,ne <00 ny,ny > 0.
En tots els casos ny = ns.

3) f71{0,1,2}] = {0,1}. f no és exhaustiva ja que el nombres que no sén quadrats perfectes no tenen
antiimatge.

20 Considerem l'aplicaci6 f: Z — N definida per:

f(n){Qn—l, sin>0

—2n, sin<0

1) Calculeu f[{—2,—1,0,1,2}] i f[{—5,-3,0,3,5}.

)
2) Calculeu f=1[{0,1,2}] i f~'[{0,3,6}]
3) Proveu que f és injectiva.

)

4) Proveu que f és exhaustiva.

Solucié:

1) f[{—2,-1,0,1,2}] ={4,2,0,1,3}, f[{-5,-3,0,3,5}] = {10,6,0,5,9}.
2) fﬁl[{O’LZ}] = {_17071}' fﬁl[{07376}} = {_37072}‘

3) Hem de veure que si f(n1) = f(nz), llavors ny = ne. Notem que si f(n1) = f(n2), llavors nq,ng > 0
oni,ng <0,jaquesing >01ine <0, llavors tindriem que un nombre és parell i senar a la vegada.

a) si ni,ng >0, llavors 2n; — 1 = 2ng — 1, i ny = na,
b) si ny,ng <0, llavors —2n) = —2ng, i n1 = no.
En tots els casos ny = ns.
4) Hem de veure que per a tot m € N existeix n € Z tal que f(n) =m:

a) si m és parell, m = 2k amb k > 0, llavors f(—k) = m,

b) si m és senar, m = 2k — 1 amb k > 1, llavors f(k) = m.

21 Considerem l'aplicacié f: N — Z definida per:

) {’2‘, si n és parell
n)=

ol sin és senar

1) Calculeu f[{0,1,2,3,4,5}] i f[{0,3,5,6,7,10}].

)
2) Calculeu f~'[{—1,0,1,2}] i f~'[{-3,-1,0,1}].
3) Proveu que f és exhaustiva.

)

4) Proveu que f és injectiva.
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Solucié:

1) f[{0,1,2,3,4,5}] ={0,1,-1,2,-2,3}, f[{0,3,5,6,7,10}] = {0, 2,3, —3,4, —5}.
2) f71{-1,0,1,2}] = {-2,0,1,3}, f~1[{-3,-1,0,1}] = {0,1,2,6}.
3) Hem de veure que per a tot m € Z existeix n € N tal que f(n) = m:

a) si m >0, llavors f(2m — 1) =m,

b) si m < 0, llavors f(—2m) = m.

4) Hem de veure que si f(n1) = f(n2), llavors n; = ny. Notem que si f(n1) = f(ns), llavors n; i ng s6n
tots parells o tots dos sén senars, ja que si un fos parell i I’altre fos senar llavors tindriem un nombre
que és a la vegada més gran o igual que 0 i més petit que 0.

na

2
no+1
2

a) Simng ing son parells, llavors —%L = — ing =ng,

ny
2
b) si ny i ng son senars, llavors anH = ,1ny =no.

En tots els casos nq = ns.

22 Considerem l'aplicacié f: N — N definida per:
n+1, sin no és multiple de 5
fn) =4, o
5 si n és multiple de 5
1) Calculeu f~1[{0,1,2,3,4,5}].
2) Proveu que f és exhaustiva.

3) Calculeu f[{0,1,2,5,10,15}]. Deduiu que f no és injectiva.

Solucié:

1) f7'{0,1,2,3,4,5}] = {~1,0,1,2,3,4,5,10, 15,20, 25}.
2) Hem de veure que per a tot m € N existeix n € N tal que f(n) =m: si m € N, llavors f(5m) = m.

3) fI{0,1,2,5,10,15}] = {0,1,2,3}. No és injectiva, ja que si n no és multiple de 5, aleshores f(n) =
fGn+1)).

23 Considerem l'aplicaci6 f: Z — N definida per:

f(n) =n*+1.
Siguin: S = {n € N:n éssenar}, P ={m € Z : m és parell}.
1) Proveu que f~1[S] = P.

2) Proveu que f no és exhaustiva.

3) Proveu que f no és injectiva.

)
)
)
4) Es f bijectiva?

Solucié:

1) Hem de veure que f~1[S]C Pi P C f~1[9]:
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a) f71[S] C P: si k € f71[9], llavors existeix | € S tal que [ = k? + 1. Donat que [ és senar, k? és
parell i, per tant, k és parell; és a dir, k € P.

b) P C f~1S): si k € P, llavors f(k) = k? +1 és senar, ja que k és parell. En conseqiiéncia, f(k) € S
ikef 19

2) Per exemple, 3 no té antiimatge perqué no hi ha cap natural amb quadrat igual a 2.
3) No és injectiva perque f(n) = f(—n)

4) No, perqué no és exhaustiva ni injectiva.

24  Considerem 'aplicacié f: Z — Z definida per:

m, si n és parell
f(n) = o
n+ 2, sin éssenar

1) Calculeu f~![{—1,0,1,2}]. Deduiu que f no és exhaustiva.
2) Proveu que f és injectiva.

3) Es f bijectiva?

Solucié:

1) f71{-1,0,1,2}] = {-3,-1,0,2}. No es exhaustiva perqué 2 no té antiimatge.
2) Hem de veure que si f(n1) = f(n2), lavors n; = ny. Notem que si f(n1) = f(ng), llavors ny i ny son
tots parells o tots dos son senars, ja que si un fos parell i I’altre fos senar llavors tindriem un nombre

que és a la vegada parell i senar.

a) Sing ing son parells, llavors Tny = Tng, i Ny = ng,

b) si ny i ng son senars, llavors ny + 2 =ns + 2, i ny = no.

3) No, perqueé no és exhaustiva.

25 Considerem l'aplicaci6 f: Z — Z definida per:
f(n)=n*>+n+1

1) Calculeu f[{—2,—1,0,1,2}]. Deduiu que f no és injectiva.

2) Calculeu f~1[{0,1}]. Deduiu que f no és exhaustiva.

3) Es f bijectiva?

Solucié:
1) f[{—2,-1,0,1,2}] = {1,3,7}. No és injectiva ja que f(—2) = f(1).
2) f71{0,1}] = {—1,0}. No es exhaustiva perqué 1 no té antiimatge.

3) No, perqué no és ni exhaustiva ni injectiva.
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26 Considerem els conjunts:

A={neN:n>2}, P={peN:pésun nombre primer}
i laplicacio f: A — P definida per:

f(n) = nombre primer més petit que divideix n

1) Proveu que fijp = Ip. (f|p és la restriccio de f a P C A i Ip és I'aplicacio identitat de P.)
2) Calculeu f[{2,6,9,11,35}]. Deduiu que f no és injectiva.

3) Proveu que f és exhaustiva.

)
)
)
4) Es f bijectiva?

Solucié:

1) Només cal notar que f(p) = p, per tot p € P.
2) fl{2,6,9,11,35}] = {2,3,5,11}. No és injectiva ja que f(2) = f(6).

3) Hem de veure que per a tot m € P existeix n € A tal que f(n) = m: Només cal notar que f(p) = p,
per tot p € P; una antiimatge de p € P és el mateix p.

4) No, perqué no és injectiva.

27 Considerem 'aplicacié f: Z — Z definida per:

n, sin és miltiple de 5
-]

5n, en cas contrari

1) Proveu que fo f = f.

2) Calculeu f[{0,1,2,3,4,5}]. Deduiu que f no és injectiva.

3) Calculeu f~1[{0,1,5}]. Deduiu que f no és exhaustiva.

)
)
)
4) Es f bijectiva?

Solucié:

1) a) Sin és multiple de 5, llavors f(n) =n i f(f(n)) = f(n) =n,

b) si n no és multiple de 5, llavors f(n) = 5n i f(f(n)) = f(5n); com ara 5n és multiple de 5,
f(f(n)) = f(5n) = 5n.
Per tant, fo f = f.

2) f[{0,1,2,3,4,5}] = {0,5,10,15,20}. No és injectiva ja que si n no és multiple de 5, f(n) = f(5n).

3) fU{0}] = {0}, fH{1}] =0, FL{5}] = {1,5}, f~1[{0,1,5}] = {0,1,5}. No és exhaustiva ja que el
enters que no s6n miultiple de 5 no tenen antiimatge.

4) No, perqué no és injectiva ni exhaustiva.

28 Considerem 'aplicacio f: N — N definida per:

n, si n és multiple de 3
f(n)=<¢n+1, sielresidu de dividir n per 3 és 1

n — 1, siel residu de dividir n per 3 és 2
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1) Calculeu f[A], si A={1,2,3,4,5,6}.

2) Deduiu que laplicacié g: A — A definida per g(a) = f(a), si a € A, és bijectiva.
3) Proveu que f és injectiva.

4) Calculeu f[B], si B=1{0,1,2,4,5,9}.

5) Deduiu que l'aplicacié h: B — B definida per h(b) = f(b), si b € B, és bijectiva.
)

6) Proveu que f és exhaustiva.

Solucié:

1) f[{1,2,3,4,5,6}] = {2,1,3,5,4,6} = A.
2) Per inspeccio, tenim que:
a) si a; # ag, llavors g(ay) # g(asz); és a dir, g és injectiva;
b) g[A] = A; és a dir, g és exhaustiva.
Conseqiientment g es bijectiva.
3) Hem de veure que si f(n1) = f(n2), llavors n; = ny. Notem que:
a) si n és multiple de 3, f(n) és multiple de 3,
b) si el residu de dividir n per 3 és 1, el de f(n) és 2,
c) si el residu de dividir n per 3 és 2, el de f(n) és 1.

Si f(n1) = f(n2), llavors:

a) o ni 1 mng son tots dos multiple de 3,
b) o0 nj i ng son tots dos multiple de 3 més 1,

¢) o mny ing son tots dos multiple de 3 més 2.
En qualsevol cas, la condicio f(n1) = f(ns2) és pot escriure:
n1+ 90 =mns + 94, 0€{-1,0,1},
i, per tant, ny = no.
4) f1{0,1,2,4,5,9}] = {(0), f(1), £(2), f(4), f(5), F(9)} = {0,2,1,5,4,9} = B.
5) Per inspeccio, tenim que:

a) si by # by, llavors h(by) # h(bs); és a dir, h és injectiva,
b) h[B] = B; és a dir, h és exhaustiva.

Conseqiientment h es bijectiva.

6) Hem de veure que per a tot m € N existeix n € N tal que f(n) = m: notem que qualsevol m € N és
pot escriure com m =3k o m =3k + 1 o m = 3k + 2, per a cert k£ € N; llavors:
a) si m =3k, f(m)=m,
b) sim=3k+1, f(m+1)=m,
¢) sim=3k+2, flm—1)=m

En tots el casos hem trobat una antiimatge de m.
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29 Considerem els conjunts:
A={neN:n>2}, P={pecN:pésun nombre primer}
i les aplicacions f: A — P, g: P — A definides per:

f(n) = nombre primer més petit que divideix n

9(p) = p?

1) Calculeu g[{2,3,5,7,11}] i f~[{2}].

2) Proveu que fog = Ip. (Ip és aplicacio identitat de P.)

4) Per a quins valors de n € A se satisfa (g o f)(n) =n?

)
)
3) Proveu que f és exhaustiva.
)
5)

Proveu que g és injectiva.

Solucié:

1) g[{2,3,5,7,11}] = {4,9,25,49,121}; f~'[{2}] = {2k : k e N}.
2) Sipe P, f(g(p)) = f(p?). El primer més petit que divideix p? és p; llavors f(g(p)) = f(p?) = p.

3) Hem de veure que per a tot m € P existeix n € A tal que f(n) = m: només cal notar que f(p) = p,
per tot p € P; una antiimatge de p € P és el mateix p.

30 Considerem l'aplicacié f: Z — Z definida per:

n/2, sin és parell
ﬂmz{/

2n,  sin és senar
1) Calculeu f[{0,1,2,4,8}]. Deduiu que f no és injectiva.
2) Proveu que f és exhaustiva.
3) Es f bijectiva?
Solucié:

1) f[{0,1,2,4,8}] ={0,1,2,4}. No es injectiva ja que f(2k + 1) = f(4(2k + 1)), k € Z.

2) Hem de veure que per a to m € Z existeix n € Z tal que f(n) = m: una antiimatge de m € Z és
n = 2m ja que f(2m)=m.

3) No, perqué no és injectiva.
Principi d'induccié
31 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

D ivil=(n+1)-1
i=1

Solucié:
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Cas inicial: n = 1.
1
Zz’-i!:l-l!:lz(1+1)!_1:2_1

i=1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que y ., i-il = (n+ 1)! — 1 (hipotesi d’inducci6).
Volem demostrar:

n+1

Y ivil=(n+2)!-1
=1

Ara tenim:

n+1

Z@ z'—Zz i'+(n+1)(n+1)!

- (n—|—1)'—1—|—(n+1)(n+1)! per H.I.
=n+D(1+n+1) -
=mn+Dn+2)-1=Mn+2)!-1

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

32 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

Z(_1>k—1k2 _ (_1)n—1n(n + 1)

2
k=1

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

zl:(—].)k_lk2 —1= (_1)01(1 + 1)

k=1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que Y ,_,(—=1)*"1. k2 = (—1)”*1% (hipotesi
d’inducci6). Volem demostrar:

n+1

—17.2 1’L(n+1)(n+2)
g¥4ﬁ e e T
Ara tenim:
n+1 n
S DR =D (DM R 4 (1) (n 4 1)
k=1 k=1
:(—1w—ﬂ52;32+(—mn@p+n2 per H.I.

= ()" +1) (5 - (n+1)

_(<1) (n+ 1)2(71 +2)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

33 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

jilj(ijl) _ n(n+1§(n+2)
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Solucié:

Cas inicial: n = 1.
1

S G+ =1-(+1=g= L EFD (152

j=1
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1isuposem que Z?:l jg+1) = M (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:
n+1
. n+1)(n+2)(n+3
S+ 1= Dot Do)
j=1
Ara tenim:
n+1 n
DG+ =G+ D+ (n+1)(n+2)
j=1 j=1
1 2
— %)(n“ F(n+1)(n+2)  per HL
=n+1)(n+2) (%—Fl)
(n+1)(n+2)(n+3)
3
Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.
34 Demostreu per induccié que per a tot n > 1:
— l+1) n+1
Solucioé:
Cas inicial: n = 1.
SR
— Ll+1) 141 2
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que y_,_, ﬁ = .47 (hipotesi d’inducci6). Volem
demostrar:
Til 1 _n+1
— Ll+1) n+2
Ara tenim:
"ijl 1 &1 . 1
S Ul+1)  Zll+1) (n+1)(n+2)
n 1
= + er H.I.
(n+1) (n+D(n+2) p
_ n?+2n+1
 (n+1)(n+2)
o (n+1)?
(D) (n+2)
n+1

n+2
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Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

35 Demostreu per induccié que per a tot n > 1:

n

3n? —n
2(37"72) = 5

r=1

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

1

3—-1
Y Br-2)=3-2=1="—
2
r=1
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que >, (3r — 2) = ?"‘ZT_” (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:
n+1 2
1) — 1
2
r=1
Ara tenim:
n+1 n
D @Br—-2)=> (3r-2)+@B(n+1)-2)
r=1 r=1
2
_3n > " 13041  per HL
_ 3n? +5n+1
==
3n+1)%2—(n+1)

2

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

36 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

n

D (4s+1) =n(2n+3)

s=1

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

ds+1)=4+1=5=1-(2+3)

s=1

Pas d’inducci6: Fixem un enter n > 1 i suposem que >, (4s + 1) = n(2n + 3) (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:

n+1
D (@s+1)=(n+1)(2n+1)+3)

s=1
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Ara tenim:
n+1 n
D (@s+1)=) (@ds+1)+4n+1)+1
s=1 s=1
=n2n+3)+4n+5 per H.I
=22 +7"n+5

D’altra banda: (n+1)(2(n+1) +3) = (n+ 1)(2n + 5) = 2n? + Tn + 5.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

37 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:
n

Z(UQ bo) = n(n + 1§(n+2)

v=1

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

1
drtv)=1"+1=2=

v=1

1-(1+1)(1+2)
3

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 isuposem que Y ._, (v +v) = w (

Volem demostrar:

hipotesi d’induccio).

n+1
IFREELELES
Ara tenim:
n+1 n
D@ tv) = (@ +v)+n+1)°+(n+1)
:WHTLH)M@H) per H.IL
_nn+1)(n+2) N 3n+1)2+3(n+1)
3 3
_ (n+1)[nn+2)+3(n+1)+3
3
B (n+1)(n? + 51+ 6) _ (n+1(n+2)(n+3)
3 3

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

38 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

3 (5m—3) = "2 o

m=1

Solucié:



Examens resolts de Fonaments Matematics 17

Cas inicial: n = 1.

! 5-1
d(m-3)=5-3=2="—
m=1 2

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que » . _,(5m — 3) = WT_" (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:

%1(57”—3) _ 5+ 12— (n+1)
m=1 2
Ara tenim:
n+1 n
> (bm—3)=) (5m—3)+5(n+1) -3
m=1 m=1
2
= on 2_n+5n+2 per H.I.
_5n? —n+2(5n+2)
N 2
_n?+9n+4
2

2_ 2 2
D’altra banda: 5(’ﬂ+1)2 (n+1) _ 5n +10n2+57n71 _ 5n +29n+4.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

39 Demostreu per induccié que per a tot n > 1:

nn2—
Z(u2_u): ( 3 1)

Solucié:

Cas inicial: n = 1.
1
1-(1-1
Z(UQ—U)=12—1=O=7( )
3

u=1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que Y ._, (u® — u) = w (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:
n+1

_(n+1)((n+ 1)2-1)
>t = a
Ara tenim:
n+1
Z:lu—u Zu—u (n+1)?—(n+1)

= ( ) +(n+1)?*=(n+1) per H.I.

n(n -1) n 3(n+1)2-3(n+1)

== 3 (*)
_ (n+1)[nn—-1)+3(n+1)—3
3
~ (n+1)(n*+2n)
3

(n+1)((n+1)2-1)
3
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(*) Hem utilitzat que: n?> — 1= (n+1)(n — 1).

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

40 Demostreu per induccié que per a tot n > 1:

Zn: n+1)

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

1

S 1(1+1)

4
t=1
2 2
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que Y ;3 = % (hipotesi d’induccié). Volem
demostrar:
n+1

Z 3 (n+1) (n+2)2

Ara tenim:

n+1
y = Zt?’ (n+1)3
t=1

3
- (n4—|— 1” + An 1_ D) per H.L.
~ (n+1)*(n* +4n+4)
4
(n+1)%(n +2)?
4

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

41 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1:

Z (p+1) p+2) 2(n +2)

p=1

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

! 1 1 1
Z (p+1) p+2) T A+D1+2) 6 2(1+2)

p=1

90 sa, . . n 1 o n
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que szl ARG

(hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:

n+1 1

n+1
pZ::l (p+D(p+2)  2(n+3)
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Ara tenim:
n+1 1 n 1 1
D T rE R Y rEa e R e e
n 1
2t i dmy il
_ nn+3)+2
~2(n+2)(n+3)
n?+3n+2

2(n+2)(n+3)
_ (n+2)(n+3) n+1

C2n+2)(n+3)  2(n+3)

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

Enters: divisibilitat

42  Siguin a,b € Z i d = mcd(a, b). Proveu que med(2a,d) = d.

Solucié:  Si d = mcd(a,b), lavors d | a i, per tant, d | 2a. Per tant, mcd(2a,d) = d.

43 Siguin a,b € Z primers entre ells. Proveu que si b és senar, llavors med(2a,b) = 1.

Solucié:  Si d és un divisor positiu comu de 2a i b, llavors d ha de ser un divisor comu de 2 i b, perqué
a i b sén primers entre si. Perd b és senar, per tant d = 1. Es a dir, med(2a,b) = 1.

44  Siguin a,b € Z primers entre ells i siguin p, ¢ nombres primers diferents. Proveu que mcd(pa, gb) és
igual a 1, p, q 0 pg.

Solucié:  Sip [bigq fa, lavors med(pa, gb) = 1, ja que a i b son primers entre si. Suposem doncs que
aquest mecd no és 1 1 sigui ¢ un primer tal que ¢ | pa i ¢ | gb. Llavors tenim els casos:

e {=pift]|b: llavors p | med(pa, gb);

e {=¢qil|a: lavors q | med(pa, gb).

Es a dir, els tnics primers que poden dividir a mcd(pa, ¢b) sén p o q. Per tant: el med és p, ¢ o pq.

45  Sigui p un nombre primer senar i a un enter parell. Proveu que med(a, 2p) és igual a 2 o igual a 2p.

Solucié:  Si a és parell, llavors existeix un enter a’ tal que a = 2a’. Es a dir 2 és un divisor comu de a
i 2p. Llavors: sip|a’, el med és 2p; sip fa', el med és 2.

46 Siguin p, ¢ i £ tres nombres primers diferents i a un enter. Sabem que f|aique a=p-N =q- M,
on N i M son enters. Proveu que med(N, M) # 1.

Solucié:  Sabem que ¢ | a = pN. Per tant ¢ | p, i d’aqui £ =p o £ | N. Pero ¢ | p implica que ¢ = p,

que no pot ser. Per tant £ | N. De la mateixa manera, de ¢ | a = ¢M deduim que ¢ | M. Per tant,
£ | med(N, M) d’on med(N, M) # 1.

47 Siguin a,b,c,d enters. Proveu que si a | b1i c| d, llavors ac | bd.
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Solucié:  Sia | b, existeix r € Z tal que b = ar. Si ¢ | d, llavors existeix s € Z tal que d = cs. Per tant:
bd = ar - cs = ac-rs. Es a dir, ac | bd.

48 Siguin a,b, ¢, d enters. Proveu que si ac + bd = 1, llavors mced(a, b) = 1.

Solucié:  Ho demostrem per reduccié a Pabsurd. Suposem que med(a,b) # 1. Llavors existeix un
nombre enter d # 1 tal que d | a i d | b. Per la linealitat de la relacié de divisibilitat: d | ac + bd = 1.
Contradiccio.

49 Siguin a,b € Z. Proveu que si med(a,a + b) = 1, llavors med(a,a — b) = 1.

Solucié:  Apliquem el teorema d’Euclides:
med(a,a +b) = med(a,a + b — a) = med(a, b) = med(a,a — b).

Per tant, si med(a,a + b) = 1, llavors med(a,a — b) = 1.

50 Siguin a,b € Z. Proveu que mcd(a,b) és un divisor de mem(a, a + b).

Solucié:  Pel teorema d’Euclides: med(a,a + b) = med(a,b). Per tant, només hem de demostrar que
mcd(a, b) és un divisor de mem(a, b). Perd med(a,bd) = |ab| - med(a, ).

51 Siguin a, b, ¢ enters i p un nombre primer. Proveu que si p | ab, p | ac i med(b, ¢) = 1, llavors p | a.

Solucié:  Si p | ab, lavors p | a o p | b, pel lema de Gauss. Analogament, p | @ 0 p | ¢. Tenim quatre
casos:

°pla;

eplaip|g

eplbip|a;

e p|bip]c nopot ser perqué med(b, c) = 1.

En qualsevol cas, veiem que p | a.
52 Siguin a,b,¢,d enters i r = med(a, b), s = med(c,d). Proveu que si a | ¢ib | d, llavors r | s.

Solucié:  Tenim que r |air |b. Atés que a | cib|d, deduim que r | c¢ir | d. Per definici6 de med:
r | med(c,d) = s.

53 Calculeu el maxim comu divisor dels nombres que s’indiquen i els coeficients x i y de la identitat de
Bézout corresponent.

a b | med(a,b) | = Yy a b | med(a,b) | =« Yy
603 | 651 3 -95 88 945 | 433 1 o8 | =73
484 | 460 4 —19 20 384 | 748 4 =37 19
792 | 599 1 —90 | 119 794 | 591 1 230 | —309
317 | 482 1 111 —73 560 | 502 2 26 —29
643 | 524 1 251 | =308 391 | 505 1 31 | =24
430 | 721 1 166 —-99 686 | 651 7 =371 39
372 | 348 12 —14 15 722 | 667 1 =97 | 105
696 | 467 1 —104 | 155 310 | 685 5 42 | —-19
431 | 636 1 —121 | 82 558 | 314 2 -9 16
680 | 593 1 —259 | 297 388 | 657 1 127 | =75
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1.2. Examen parcial 22/11/2010

54

1) Considerem la proposici6 P segiient:
Va,bc€Z( cparellA\c=a-b — a parell Ab parell )

Digueu si P és certa o falsa i justifiqueu la resposta.

2) Siguin A, B conjunts no buits. Proveu que laplicaci6 g: A x B — A definida per g(z,y) = = és
exhaustiva.

Solucié:

1) Aquesta proposicio diu que si el producte de dos enters és parell, llavors ambdés enters son parells.
Clarament aix0 és fals, com mostra el segiient contraexemple: a =1,b=2,c=1-2.

2) Hem de provar que donat qualsevol x € A, existeix un element (a,b) € A x B tal que g(a,b) = z. Pero
g(a,b) = a, per tant, podem prendre l’element (z,b), on b € B és arbitrari. Fixem-nos que aquest b
existeix perqué B és un conjunt no buit.

55 Considerem el conjunt A = (Z — {0}) x (Z — {0}) i la relacié R sobre A definida per:
(a,b) R (¢,d) <= a-d=0b-¢,

on (a,b), (¢,d) € A.

1) Demostreu que R és una relaci6 d’equivaléncia sobre A.
2) Trobeu la classe d’equivaléncia de 'element (a,b) € A.

3) Doneu una descripcio del conjunt quocient A/R.

Solucié:

1) Hem de provar que és reflexiva, simétrica i transitiva.
Reflexiva: ab = ba. Per tant: (a,b) R (a,b).
Simeétrica: (a,b) R (¢,d) = a-d=b-c=c-b=d-a= (¢,d) R (a,b).
Transitiva: si (a,b) R (¢,d) i (¢,d) R (e, f), lavors ad = bc i cf = de. Per tant, adf = bef = bde.
Simplificant per d, que és diferente de 0, per hipotesi, obtenim que af = be. Es a dir, (a,b) R (e, f).

2) La classe d’equivaléncia d’un element és el conjunt dels elements que estan relacionats amb ell.

[(a)] = {() - ay = ba} = {(x,w T b}

a

Recordem que per hipotesi, a # 0 i z # 0. Per tant, els elements de la classe de (a, b) son els parells
que donen el quocient b/a € Q.

3) El conjunt quocient és el conjunt que té per elements les classes d’equivaléncia:
A/R ={[(a,b)] : (a,b) € A}.

Com hem vist a I'apartat anterior, cada classe d’equivaléncia ve donada per un quocient b/a d’enters
no nuls. Per tant, hi ha tantes classes com possibles quocients d’enters no nuls.
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56 Demostreu per induccié que l'enter n3 4 3n? + 2n és divisible per 6, per a tot enter n > 0.

Solucié:
Pas inicial: n = 0. Efectivament, 0> +3-024+2-0=0=6-0.

Pas d’inducci6: fixem un enter m > 0 i suposem (hipotesi d’induccié) que:
m? + 3m? + 2m = 6k,
per a cert enter k. Volem demostrar que (m + 1)% + 3(m + 1)? + 2(m + 1) és un multiple de 6. Tenim:

(m+1)2+3m+1)2+2(m+1) = (m® +3m? +3m+ 1) +3(m? +2m + 1) + 2m + 2
= (m® 4+ 3m? + 2m) + (3m? + 9m + 6)

apliquem I’hipotesi d’induccio:
= 6k + (3m* + 9m + 6)
Ara observem que 3m? + 9m + 6 = 3m(m + 3) + 6. Com que m i m + 3 tenen paritat diferent, el seu

producte sempre és parell. Per tant, 3m(m -+ 3) és multiple de 6. Es a dir, 3m? + 9m + 6 = 6k’, per a
cert enter k’.

57

1) Considerem la proposici6 p segiient:
Va,bc€Z(aparellANa=b+c¢ — bsenar Ac senar )
Digueu si p és certa o falsa i justifiqueu la resposta.
2) Siguin A, B conjunts no buits i by € B un element fix. Proveu que l'aplicacié h: A — A x B definida

per h(x) = (z,bg) és injectiva.

Solucié:

1) Aquesta proposicio diu que si la suma de dos enters és un nombre parell, llavors ambdés sumands sén
senars. Clarament aix0 és fals, com mostra el segiient contraexemple: b=0,c=2,a=04+2= 2.

2) Siguin z,y € A. Si h(z) = h(y), lavors (z,by) = (y,bp). Per tant, donat que tenim parells ordenats
x=y1iby=by. Bsadir, h és injectiva.

58 Considerem el conjunt A = Z x Z i la relacié6 R sobre A definida per:
(a,b) R (¢,d) <= a+d=b+c,

on (a,b), (¢,d) € A.

1) Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia sobre A.

2) Trobeu la classe d’equivaléncia de I’element (0,b) € A.

3) Doneu una descripcié del conjunt quocient A/R.

Solucié:
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1) Hem de provar que és reflexiva, simétrica i transitiva.

Reflexiva: a + b= b+ a. Per tant: (a,b) R (a,b).

Simétrica: (a,b) R (¢,d) =a+d=b+c=c+b=d+a= (¢,d) R (a,b).

Transitiva: si (a,b) R (¢,d) i (¢,d) R (e, f), lavors a+d = b+ cic+ f = d+ e. Per tant,
a+d+f=b+c+ f=0b+d+e. Simplificant per d obtenim que a+ f = b-+e. Es a dir, (a,b) R (e, f).

2) La classe d’equivaléncia d’un element és el conjunt dels elements que estan relacionats amb ell.

[0,0)] = {(%,y) : y = b+ =}

Per tant, els elements de la classe de (0,b) sén els punts (x,y) amb coordenades enteres de la recta
d’equacié y = x + b.

3) El conjunt quocient és el conjunt que té per elements les classes d’equivaléncia:
A/R = {[(a,)] : (a,b) € A}

Com hem vist a Papartat anterior, la classe d’equivaléncia de (0,b) esta formada pels punts amb
coordenades enteres de la recta y = = + b. Pero, [(a,b)] = [(0,b — a)]. Per tant, el conjunt quocient
és el conjunt de les rectes que tenen equacié de la forma y =  + b, on b € Z (de cada recta només
agafem els punts de coordenades enteres).

59 Demostreu per induccié que 'enter (n + 1)3 —n — 1 és miltiple de 6, per a tot enter n > 0.

Solucié:
Pas inicial: n = 0. Efectivament, (0+1)3—-0—-1=0=6-0.
Pas d’induccié: fixem un enter m > 0 i suposem (hipotesi d’induccid) que:
(m+1)> —m—1= 6k,
per a cert enter k. Volem demostrar que (m + 2)3 — (m + 1) — 1 és un miltiple de 6. Tenim:
(m+2>%—(m+1)—1=m*+6m?> +12m+8) —m—1-1
=m>+6m?>+11m+6

=[m*+3m*+3m+1)—m—1]+m+1+3m?>+8m+5
=[m+1)>-m—1]+3m*+9m+6

apliquem I’hipotesi d’induccio:
= 6k + (3m? + 9m + 6)
Ara observem que 3m? + 9m + 6 = 3m(m + 3) + 6. Com que m i m + 3 tenen paritat diferent, el seu

producte sempre és parell. Per tant, 3m(m -+ 3) és multiple de 6. Es a dir, 3m? + 9m + 6 = 6k’, per a
cert enter k'.

1.3. Examen final 17/01/2011

60 Digueu si les afirmacions segiients son certes o falses i justifiqueu la resposta.

1) (Yn € Z)(3a,b € Z (n = b5a+ b))
2) Les proposicions =[((—p) V ¢) — r] i (—p) A g A (—r) son logicament equivalents.

3) Si f: X — Y és una funcio, llavors f(f~1(Y)) =Y.
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Solucié:

1) Aquesta proposicié diu que ‘tot enter n es pot expressar com a una suma d’un multiple de 5 i un
multiple de 7’ i és certa. Efectivament, 5 i 7 sén primers entre ells, és a dir, med(5,7) = 1. Per la
identitat de Bézout, existeixen enters r, s tals que 1 = 5r + 7s. Donat un enter n qualsevol, escrivim:
n =5rn + 7sn i prenem a =rn i b = sn.

2) La primera proposicio és equivalent a ((—p)V q) A (—r) i aquesta proposicié no és logicament equivalent
a (—p) A g A (—r). Aixo es pot veure de dues maneres: fent les taules de veritat (exercici) i observant
que no sempre tenen els mateixos valors de veritat o bé trobant un contraexemple; és a dir, tres
proposicions p, g i r tals que les proposicions compostes anteriors tinguin valors de veritat diferents.
Per exemple, si prenem p = ¢ = r una proposicié falsa, obtenim que ((—p) V ¢) A (—r) és certa i
(=p) A g A (—r) és falsa. Per tant, no son logicament equivalents.

3) Aquesta propietat és falsa. Per veure-ho, és suficient trobar un contraexemple. Prenem X = {1,2} i

Y ={a,b} i f(1) = f(2) = a. Llavors f~'(Y) = X i f(f~'(Y)) = f(X) = {a} # Y.
61 Proveu que si a,b, ¢ € Z, lavors mcd(a, b) = med(be — a, b).

Solucié:  Posem d; = mcd(a,b) i d2 = med(be — a,b). Anem a provar que dy | do i que da | dy.

e Tenim: d; = mcd(a,b) = dy | a Ady | b. Per la linealitat: d; | bc — a, per a qualsevol ¢ € Z. Es a
dir, dy és un divisor comu de b i de bc — a. Per definicié de med, d; | ds.

e Tenim: dy = mcd(bc — a,b) = dy | bc — a A ds | b. Per la linealitat: dy | (bc — (bc — a)). Es a dir,
dy | aids|b. Per definicio de med: dy | dy.

Ara bé, dy i do sO6n positius, per definicié de med, i cadascun divideix a l’altre. Per tant: d; = ds.

62 Considerem I'aplicacié f: Zag — Zag definida per f(T) =22-T+7

1) Proveu que f és bijectiva i trobeu la seva inversa.

2) Considerem 'alfabet de 29 simbols indicat a continuaci6 i assignem a cada simbol el nombre que té a
la dreta:

A OF 5[[K 10[[P 15]]U 20[Z 25

B 1||G 6| L 11|Q 16|V 21 26 | (espai)
Cc 2|H 7|M 12||R 17|W 22| . 27

D 3|1 8|N 135 18/ x 23|, 28

E 4llJ 9|0 14|T 19|y 24

Codifiquem cada frase escrita en ’alfabet anterior aplicant la regla de codificaci6 « +— 22z+7 (mod 29)
al valor numeéric corresponent a cadascun dels simbols. Per exemple ‘AVUT és ‘0 21 20 8’ i es codificaria
en ‘75129’ osigui ‘HFMJ’, ja que 0 — 7, 21 — 5, 20 — 12, 8 — 9.

Si el resultat d’una codificacio ha estat el missatge ‘KZRT,AD’ (el que hi ha entre les cometes), quin
era el missatge original?

Solucié:

1) Provem per separat que és injectiva i exhaustiva.
e Injectiva: suposem que f(Z) = f(y). Llavors:

2. Z2+7T=22-5+7=22-T=22-J=0G-22-T=a-22-J=2=7

on: primer hem restat a tots dos membres 7 i després hem multiplicat per @, la classe inversa de
22, que existeix perqué med(22,29) = 1.
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e Sigui § € Zgg una classe arbitraria. Volem veure que hi ha una classe Z tal que 22-2+7 = 7. Un
altre cop, considerem la classe inversa @ de 22. Llavors, podem aillar la  de la igualtat anterior

i obtenim: T = a(y — 7). Per tant, és exhaustiva.

Per trobar ’aplicaci6 inversa hem de calcular la classe @. Calculem la identitat de Bézout de 29 1 22 i

obtenim: 29 - (—3) +22-4 = 1. Per tant, a = 4. Aixi doncs: f~1(Z) =4z —-7)=4-7+ 1.

2) Per descodificar escrivim el nombre que li correspon a cada simbol i li apliquem f~*:

K+~ 10 — fHI0) =4 =1 — M
Z 25 — f71(25) =101 = 14 O
R 17 — A7) =69 =11 = L
T 19 — 119 =7T=19 =T
, > 28 — f74(28) =113 =26 >

A0 - fH0)=1 — B
I8 — f'8)=33=1 — E

Per tant, el missatge original és: ‘MOLT BE’.

63 Proveu que per a tot n > 0 es compleix que 2"+2 4 32"+ = 0 (mod 7). (Indicacié: pot fer-se per

induccid, perd també d’altres maneres.)

Solucié:  Solucié 1: Observem que, per a tot n > 0:
M2 4 gt — . 9" £ 3.9"=4.2"+3.2"=7-2"=0 (mod 7).
Solucié per induccio:

Cas inicial n = 0: 22+ 3! =7=0 (mod 7).

Pas inductiu: fixem un enter n > 0 i suposem que (H.I.) 272 4 3?"*1 = (mod 7). Ara tenim:
N3 4 g2nts — 9. g2 9. 320l — 9(9nt2 4 32ty = (0 (mod 7)

on a l'altima congruéncia hem aplicat la hipotesi d’inducci6. (A meés, observeu que 9 =2 (mod 7).)

1.4. Examens de taller 2010-2011 Q2

Logica i raonament

64 Considerem les dues connectives logiques X i O definides per les taules de veritat que segueixen:

p q|pXq|pOq
0 0] 1 | 1
0 1] 1 | o0
1ol 1|0
1 1] 0| o0

a) Expresseu la connectiva A en funci6é tnicament de la connectiva X.

C

b) Expresseu la connectiva V en funcié unicament de la connectiva X.
) Expresseu la connectiva — en funcié tnicament de la connectiva X.

d

Expresseu la connectiva A en funcié dnicament de la connectiva O.
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e) Expresseu la connectiva V en funci6é inicament de la connectiva O.

g) Expresseu la connectiva X en funcié tnicament de la connectiva O.

)
f) Expresseu la connectiva — en funci6 tnicament de la connectiva O.
)
h)

Expresseu la connectiva O en funci6é tnicament de la connectiva X.

Solucié:  Primer observem que —p = pXp = pOp.

a) pAg=-(pXq) = (pXq)X(pXq).
b) pVq=(-p)X(-q) = (pXp)X(¢Xq).
) p—q=pX(~q) = pX(qXq).
d) pAgq=(=p)O(~q) = (pOp)O(qOq).
e) pVq=-(pOq) = (pOq)O(pOq).
f) p = ¢==((=p)0q) = =((pOp)Oq) = ((pOp)Oq)O((pOp)Oq)).
) ~((pOp)O(qOq)) = ((POP)O(q0q))O((pOp)O(q0q)).
) ~((pXp)X(¢Xq)) = ((pXp) X (¢Xq)) X ((pXp)X(¢Xq)).

g) pXq=-((-p)O(—q))
h) pOq = ~((-p)X(—q))

65 Doneu una condici6 necessaria perd no suficient perqué el nombre natural n sigui parell. Doneu una
condicio suficient perd no necessaria perqué el nombre natural n sigui parell. Justifiqueu les respostes.

Solucié:

a) Condicié necessaria, perd no suficient: que 4n sigui multiple de 4. Si n és parell, llavors 4n és multiple
de 4. Pero el reciproc no és cert.

b) Condici6 suficient, perd no necessaria: que n sigui maltiple de 4. Si n és multiple de 4, llavors n és
parell. Pero6 el reciproc no és cert.

66 Es necessari que la suma de dos enters sigui parell perqué els dos nombres siguin parells? I suficient?
Justifiqueu les respostes.

Solucié:  Es a dir, és certa la implicacio: ‘si n 1 m son enters parells, aleshores n + m és parell’? Si.
Pero no és suficient, ja que si n i m son senars, llavors la suma també és parell.

67 Doneu una condici6 necessaria i suficient, diferent d’ella mateixa, perqué el nombre natural n sigui
miltiple de 6. Doneu-ne també una de necessaria pero no suficient i una de suficient perd no necessaria.
Justifiqueu les respostes.

Solucié:  Per exemple: n és miltiple de 6 si, i només si, n és parell i multiple de 3. Una condici6
necessaria pero no suficient: ‘si n és miltiple de 6, llavors n és miltiple de 3’. Una condici6 suficient,
pero no necessaria: ‘si n és multiple de 12, llavors n és multiple de 6’.

68 Formalitzeu 'enunciat segiient: ‘no hi ha més de dos enters diferents que compleixin la propietat
P’. Doneu una propietat P per a la qual ’enunciat sigui vertader i una altra propietat P per a la qual
I’enunciat sigui fals. Justifiqueu les respostes.

Solucié:
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a) Es el mateix que negar que ‘hi ha tres enters diferents que compleixen P’. Es a dir:
—(Fz,y,z € Z(P(x) ANP(y) AP2)ANx £ yAx# 2z Ny #2))
Si neguem el quantificador existencial, obtenim la proposicié equivalent:
Vr,y,z € Z(-P(x) V-P(y)V-P(z) Ve =yVe=zVy=2z)

Equivalentment, si tenim en compte les lleis de De Morgan i que p — ¢ és equivalent a (—p) V g,
obtenim la proposicio:

Ve,y,z € Z(P(x) N\P(y) AP(z) 2z =yVy=zVz=z))

b) Per exemple, si P(x) és el predicat ‘2% = 1/, llavors I'enunciat és vertader.

c) Per exemple, si P(x) és el predicat ‘x(x? — 1) = (0, llavors I’enunciat és fals.

69 Formalitzeu 'enunciat segiient: ‘hi ha al menys tres enters diferents que compleixen la propietat
P’. Doneu una propietat P per a la qual 'enunciat sigui vertader i una altra propietat P per a la qual
I’enunciat sigui fals. Justifiqueu les respostes.

Solucié:

a) dr,y,z2 € Z(P(x) AP(y)AP(2)ANx £ yANx £ 2Ny #2)

b) Per exemple, si m(z) és un polinomi amb coeficients enters, i considerem el predicat P(z): ‘m(z)(x —
1)(z —2)(x —3) = 0’, llavors hi ha al menys tres enters que la compleixen; en efecte, P(1), P(2) 1 P(3)
sén vertaderes.

c¢) Per exemple, si P(x) és el predicat ‘(z—1)(x—2) = 0, llavors només hi ha dos enters que el compleixen.

70 Siguin A i B dos enunciats. De ‘A’ i de ‘si B, llavors A’, és correcte deduir ‘B’? Justifiqueu la
resposta.

Solucié:  Es a dir, és certa la implicaci6 ‘A A (B — A) = B’? No. Per exemple, si A és una proposicié
certa i B és una proposici6 falsa, llavors la proposici6 A A (B — A) és certa perdo B és falsa. Per tant,
en aquest cas, la segona proposicié no es pot deduir de la primera proposici6. La implicacié correcta és:
‘BA(B— A)= A

71 En una “demostraci6” trobem un primer apartat on a partir de p i de —¢ s’arriba a r i un segon
apartat on a partir de —p i —r s’arriba a ¢. Es una demostracioé de ¢ V r? Es una demostracié de g A r?
Justifiqueu les respostes.

Solucié:  Es tracta d’una demostracio per casos, on els casos son: cas 1) p és certa; cas 2) —p és certa
(és a dir, p és falsa). En el primer cas, es demostra que si, a més, =q és certa, llavors 7 és certa. Es a dir,
es demostra que ¢V r és certa (perqué —g — r és equivalent a ¢ V7). En el segon cas, es demostra que si,
a més, —r és certa, llavors ¢ és certa; és a dir, que r V ¢ és certa (perqué —r — ¢ és equivalent a r V q).
Per tant, es tracta de la demostracié de ¢ V r. Aquest raonament no és una demostracio de la proposicio
g Ar. Per exemple, si g és falsa, el raonament anterior és una demostracié de la proposicio ¢ V r, perd no
ho és de g A r.

Conjunts i aplicacions

72
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1) Siguin A, B i C conjunts arbitraris.
a) Proveu que si BNC =, llavors (A— B)UC C (AUBUC) — (AN B).
b) Es certa la igualtat (A — B)UC = (AUBUC) — (AN B)? Justifiqueu la resposta.

2) Doneu un exemple de funcio6 f: Z — Z que sigui injectiva perd no exhaustiva. Justifiqueu la injectivitat
i la no exhaustivitat.

Solucié:

1) Siguin A, B i C conjunts arbitraris.
a) Sigui z € (A — B)UC. Llavors:
zr€(A-B)UC=>(rc ANz ¢B)Vee(C=>(xcAVeecC)AN(x¢ BVzel).

Es a dir, tenim que z € AU C i, per tant, podem dir que z € AU BUC, i a més tenim que
x¢ BVvaxeCC. Siz ¢ B, llavors x ¢ ANB;isix e C, com que per hipotesi BNC = (), tenim que
x ¢ Bi, per tant, x ¢ ANB. Resumint, tenim que x és un element del conjunt (AUBUC)—(ANDB).

b) No, la igualtat no és certa, com mostra el contraexemple segiient: A = {1,2}, B = {2}, C = {2,3}.
2) Per exemple, f(n) = 2n, per a tot n € Z. Es injectiva: si f(ny) = f(no), llavors 2n; = 2ny i, per tant,

n1 = ng. Perd no és exhaustiva perqué la imatge d’un enter sempre és parell. Per tant, els senars no
tenen antiimatge.

73

1) Siguin A, B i C conjunts arbitraris.

a) Proveu que A— (B—-C)C (A—B)UC.
b) Es certa la igualtat A — (B — C) = (A — B) U C? Justifiqueu la resposta.

2) Doneu un exemple de funcié f: Z — Z que sigui exhaustiva perd no injectiva. Justifiqueu la exhaus-
tivitat i la no injectivitat.

Solucié:
1) Tenim:

re€A-(B-C)=x€cANxc ¢ B-C
>z€eAN(x¢ BVzel)
=>(reANzx¢B)V(xeArzel)
=z€(A-B)U(ANC)
=z€(A-B)uC

La igualtat no és certa, en general, com mostra el contraexemple segiient: A = {1,2,3}, B = {2, 3},

C = {3,4}.

2) Per exemple, l'aplicacio f definida de la manera segiient. f(2n) =2(n—1),sin > 11 f(m) =m en
qualsevol altre cas. Es a dir, f envia el zero, els enters negatius i els positius senars a ells mateixos i
cada enter parell positiu a l’enter parell anterior. Llavors f no és injectiva perqué f(0) = f(2) = 0.
Pero si que és exhaustiva: 'antiimatge d’un enter negatiu o un enter positiu senar és ell mateix; el
zero té dues antiimatges, com acabem de veure; i ’antiimatge d’un enter parell positiu és ’enter parell
positiu segiient.
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74

1) Siguin A, B i C conjunts arbitraris.

a) Proveu que (A—B)N(A—-C)C A—(BNC).
b) Es certa la igualtat (A — B)N (A —C) = A — (BNC)? Justifiqueu la resposta.

2) Doneu un exemple de funcié f: Z — Z que sigui bijectiva i que no sigui aplicacié identitat. Calculeu

.

Solucioé:
1) Tenim:

r€(A-B)N(A-C)=(zrc ANz ¢B)AN(x€ ANz ¢C)
=x€AN(z¢BAx¢C)
=zcANzx ¢ (BUC)
=z€ANz ¢ (BNC)
=zxe€A—(BNCOC)

La igualtat no és certa, com mostra el contraexemple segiient: A = {1,2,3}, B = {1,2}, C = {1, 3}.

2) Per exemple, f(n) =n + 1. La seva inversa és f~!(n) =n — 1.

75

1) Siguin A, B i C conjunts arbitraris.

a) Proveu que A— (BUC)C (A—B)U(A-C).
b) Es certa la igualtat A — (BUC) = (A — B) U (A — O)? Justifiqueu la resposta.
2) Doneu un exemple de funcié f: N — N que sigui bijectiva i que no sigui l'aplicacié identitat. Calculeu

=

Solucié:
1) Tenim:

r€A—-(BUC)=zec ANz ¢ BUC
>xeAN(x¢ BAx ¢ C)
=(xeANz¢B)N(zeAnx ¢ C)
=2€(A-B)NA-C)C(A-B)uUA4-20)

La igualtat no és certa en general, com mostra el contraexemple segiient: A = {1,2,3,4}, B = {1, 2},

C ={1,3}.

2) Per exemple, l'aplicacié que permuta els nombres 0 i 1 i envia els altres nombres naturals a ells
mateixos. Es a dir: f(0) =1, f(1) =01 f(n) = n, si n > 2. La seva inversa és ella mateixa: f~! = f.

76

1) Siguin f: A — B una aplicacio i P,Q C A.

a) Es certa la implicacio: f[P] = f[Q] = P = Q? Justifiqueu la resposta.
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b) Proveu que si f és injectiva, llavors la implicacié anterior és certa.

2) Siguin A, B, C conjunts tals que A # B i C' # (). Es pot donar el cas que A x C = B x C? Justifiqueu
la resposta.

Solucié:

1) La implicaci6: f[P] = f[Q] = P = @ no és certa, en general, com mostra el contraexemple segiient:
A=B=1{1,2}, f(1) = f(2) = 1, P = {1} Q = {2}. Tenim que f[P] = f[Q] = {1}, perd P # Q.
Suposem que I'aplicaci6 f és injectiva i que f[P] = f[Q]. Volem demostrar que P = Q. Sigui z € P.
Llavors f(z) € f[P]. Pero, per hipotesi f[P] = f[Q]; per tant, f(x) € f[Q]. Aix0o vol dir que existeix
un element ' € Q tal que f(z) = f(z'). Com que f és injectiva, deduim que x = 2’. Es a dir,
z =z’ € Q. Per tant, hem demostrat que P C . Per simetria, deduim que P = Q.

2) No, en les condicions del problema. Primer de tot, observem que A no pot set (), perqué si ho fos,
llavors Ax C =0 = Bx Cien tal cas B = () i sabem que A # B. Ara sigui a € A. Com que
C # ), sigui ¢ € C un element arbitrari. Llavors (a,c) € A x C = B x C i, per tant, (a,c) € B x C;
és a dir, a € B. Conseqiientment, A C B. Per simetria, deduim ’altra inclusi6 i, per tant, A = B.
Contradicci6.

7

1) Siguin g: A — B una aplicacio i S,T C B.
a) Es certa la implicacio: f~1[S] = f~![T] = S = T? Justifiqueu la resposta.
b) Proveu que si f és exhaustiva, llavors la implicacié anterior és certa.

2) Siguin A, B, C, D conjunts. Podem assegurar que
(AUB)x (CUD)=(AxC)U (B x D)?

Justifiqueu la resposta.

Solucié:

1) La implicacio: f~1[S] = f~'T] = S = T no és certa en general, com mostra el contraexemple
segiient: A = B = {1,2}, f(1) = f(2) =1, S = {1}, T = {1,2}. Llavors f~![S] = f~1[T] = {1,2},
pero S #T.

Suposem que f és exhaustiva i que f~1[S] = f~1[T]. Volem demostrar que S = T. Sigui y € S.
Com que f és exhaustiva, existeix © € A tal que f(z) = y, i com que y € S, l'element = pertany a
f7S] € A. Pero per hipotesi, f~1[S] = f~[T]; per tant, x € f~1[T]; és a dir, f(z) =y € T. Hem
demostrat doncs que S C T'. Per simetria demostrem ’altra inclusi6 i per tant S =T.

2) No. Per exemple considerem els conjunts A = {1}, B = {2}, C = {a}, D = {b}. Llavors (AU B) x
(CUD)={1,2} x {a,b} que té quatre elements i (A x C')U (B x D) = {(1,a),(2,b)} que només en
té dos.
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1) Siguin f: A — B una aplicacio i C' C A.

a) Es certa la igualtat: f[A — C] = f[A] — f[C]? Justifica la resposta.

b) Proveu que si f és injectiva, llavors la igualtat anterior és certa.
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2) Sigui X un conjunt no buit. Definiu a X una relaci6 d’equivaléncia R tal que X/R tingui un element.
Comproveu que es tracta d’una relacié d’equivaléncia.

Solucié:

1) La igualtat: f[A — C] = f[A] — f[C] no és certa en general, com mostra el contraexemple segiient:
A ={1,2}, B ={a}, C = {1} C A, ilaplicacié f: A — B definida per f(1) = f(2) = a. Llavors
fIA=Cl=A{a} i flA] - f[C]=0
Suposem que f és injectiva. Demostrem primer I'inclusio f[A — C| C f[A] — f[C]. Sigui y € f[A—C].
Llavors existeix z € A — C tal que f(z) = y. Com que = € A, tenim que f(z) € f[A]. Hem de
demostrar a més que y = f(x) ¢ f[C]. Ho fem per reduccié a l’absurd. Suposem que f(z) € f[C].
Llavors existeix un element 2’ € C tal que f(z') = f(x). Observem que z’ # x, perqué x € A — C.
Pero ara tenim que f(x) = f(a’) i  # 2’. Aix0 és una contradiccié amb el fet que f sigui injectiva.

Per tant, y = f(x) ¢ f[C]. Es a dir, y € f[A] — f[C].

Demostrem ara l'altra inclusio: f[A] — f[C] C f[A — C]. Sigui y € f[A] — f[C]. Llavors existeix © € A
tal que f(x) = y. D’altra banda no pot existir cap element de C' que tingui per imatge a y, perqué
y ¢ f[C]. Per tant, podem assegurar que x € A — C i, conseqlientment, y = f(z) € f[A — C].

2) Si X/R nomeés té un element, llavors qualsevol parell d’elements de X estan relacionats per R. Per
tant, una possible relacié pot ser: si z,y € X, definim:zRy si, i només si z,y € X (de fet, funciona
quasevol predicat que sempre sigui vertader).

Principi d’induccié i divisibilitat

79 Proveu per induccié que si n > 1, llavors 'enter 6 - 7" — 2 - 3" és un multiple de 4.
Solucioé:

Cas inicial: n=1: 6-7— 23 = 36, que és multiple de 4.

Pas d’induccié: Fixem un enter m > 1 i suposem que 6 - 7™ — 2 - 3™ = 4k, per a cert k € Z (hipotesi
d’induccié). Volem demostrar que 6 - 77! — 2. 3m+1 també és multiple de 4. Tenim:
6-7" —2.3" =7.6.7"-3.2.3"
=3-(6-7T"-2-3")4+4-6-7T"
=3-4k+4-6-7" per H.I.
=43k +6-7M)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

. ., . 5 3 L
80 Proveu per induccio que si n > 0, llavors & + % + % és un nombre enter.
Solucié:

Cas inicial: n = 0: 'expressié déna 0, que és un nombre enter.

Pas d’inducci6é: Fixem un enter m > 0 i suposem que m’ ng + % = k € Z (hipotesi d’induccio).

5
Volem demostrar que:

(m+1)° (m+1)3 N T(m+1)

A:
) * 3 15
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també és un enter. Tenim:

(m® +5m* +10m3 +10m?2 +5m+1) m3+3m?2+3m+1) Tm+7
) + 3 + 15

= <++)+(m4+3m3+2m2+2—|—1)

A:

=k+(m*+3m3+2m? +24+1)  per HL

que és un enter.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 0.

81 Proveu per induccié que si n > 0, lavors 9 | [n® + (n + 1)% + (n + 2)3].
Solucié:

Cas inicial: n = 0: 'expressié déna 9, que és multiple de 9.

Pas d’induccié: Fixem un enter m > 0 i suposem que m? + (m +1)% + (m +2)3 = 9k, per acer k € Z
(hipotesi d’induccié). Volem demostrar que:

A=m+1)>+(m+2)>+(m+3)3
també és un maultiple de 9. Tenim:
A= (9% —m?) + (m +3)* per H.I.
=9k —m> +m> + 9m? + 27m + 27

=9k 4+ 9m? + 27m + 27
=9(k+m?+3m +3)

que és un multiple de 9.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 0.

82 Proveu per induccié que si n > 0, llavors 73 | (8772 + 92n+1),
Solucié:

Cas inicial: n = 0: 8012 + 99! = 64 + 9 = 73, que és multiple de 73.

Pas d’induccié: Fixem un enter m > 0 i suposem que 8™+2 + 92m+1 = 73k per a cer k € Z (hipotesi
d’induccio). Volem demostrar que 8™3 + 92 +3 també és un maltiple de 73. Tenim:

8m+3 + 92m+3 — 8 . 8m+2 + 92 . 92m+1

—8. (8’m+2 =+ 92m+1) + 73 . 92m+1
=8-73k+73-9"T1  per HL
= 73(8k + 9*™*1)

que és un multiple de 73.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 0.

83 Proveu per induccié que si n > 1, llavors (222)! e Z.

Solucié:



Examens resolts de Fonaments Matematics 33

Cas inicial: n=1: 2!/2=1€ Z.

Pas d’induccié: Fixem un enter m > 1 i suposem que (2m)!/2™ = k € Z (hipotesi d’induccié). Volem
demostrar que:

@m+1)  (2m+2)!

om+1 = om+1 €Z.
Tenim:
@2m+2)!  (2m+2)2m+1)(2m)!
T = 5 o =m+1)2m+1keZ

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

84 Proveu per induccié que si n > 1, llavors f,g?; €.

Solucié:

Cas inicial: n=1: 2!/112=1€ Z.

Pas d’inducci6é: Fixem un enter m > 1 i suposem que (2m)!/m!2™ = k € Z (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar que:

2m+1) (2m+2)!
(m+1)12m+1 — (m 4 1)12m+1 €L
Tenim:
2m + 2)! 2m +2)(2m + 1)(2m)!
T S T A

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

85 Calculeu el maxim comu divisor dels nombres que s’indiquen i els coeficients x i y de la identitat de
Bézout corresponent.

a b | med(a,b) x Y
7658 | 3853 1 —883 | 1735
9191 | 6987 1 —1975 | 2598
5548 | 1727 1 80 —257
3614 | 7752 2 1435 | —669
1084 | 4904 4 —-95 21
7084 | 3563 7 —85 169
9176 | 7084 4 640 —829
3419 | 9168 1 4403 | —1642
7119 | 6966 9 —-91 93
3643 | 8590 1 —3353 | 1422
6312 | 2659 1 1276 | —3209
1628 | 9613 1 —124 21
8304 | 1274 2 —83 541

1.5. Examen parcial 28/04/2011

86 Considerem en R x R la relaci6 segiient:
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(2,9)R(2,1) si, i només si, || + [y] = [2] + [¢].

1) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.

2) Assenyaleu, en el pla, quins son els elements de la classe de (1,0). Raoneu la resposta.

Solucié:

1) e R ésreflexiva: donat (x,y) € R x R, tenim que |z| + |y| = |z| + |y|; és a dir, (z,y)R(z,y);

e R és simétrica: si (v,y)R(z,t), lavors |z +|y| = [z|+t], i, per tant, tenim que |z|+[t] = [2]+|y].
Es a dir, (z,t)R(z,v);

e R és transitiva: si (z,y)R(z,t) i (2,t)R(u,v), lavors |z| + |y| = |z| + |¢| i |z] + |t] = |u| + |v]. Per
tant, |x| + |y| = |u| + |v| i Navors (z,y)R(u,v).

2) Per definici6 de classe d’equivaléncia:

[0, D] = {(z,9) : (z,9) R0, )} = {(x,9) : [«] + |y| = 1}

Per tant, hem de dibuixar el conjunt de punts (z,y) del pla tals que |z| + |y| = 1. Distingim quatre
casos:

a) si z >0,y > 0, llavors dibuixem el segment determinat per la recta z +y = 1 al primer quadrant;
b) si > 0,y < 0, llavors dibuixem el segment determinat per la recta  —y = 1 al quart quadrant;
¢) six <0,y > 0, llavors dibuixem el segment determinat per la recta —z +y = 1 al segon quadrant;

d) siz <0,y <0, llavors dibuixem el segment determinat per la recta —z —y = 1 al tercer quadrant;

Es a dir, la classe d’equivaléncia de (0,1) és el conjunt de punts que estan sobre el perimetre del
quadrat de vértexs (0,1), (—1,0), (0,—1),(1,0).

87 Siguin X, Y conjunts.

1) Proveu que P(X)UP(Y) CP(XUY).

2) Es certa linclusio contraria? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

1) Sigui A € P(X)UP(Y). Llavors A € P(X) o A € P(Y). Esadir, AC X 0o A CY. Com que
XCXUYiY CXUY, tenim en qualsevol cas que A C X UY. Per tant, A € P(X UY).

2) L’altra inclusio no és certa, perqué un subconjunt de X UY pot tenir elements de X que no son de
X NY ielements de Y que tampoc son de X N'Y. Posem un contraexemple. Si prenem X = {1},
Y={2},i A={1,2}, llavors A€ P(XUY), pero A¢ P(X)1i A¢ P(Y).

88 Sigui A un conjunt i f,g: A — A dues aplicacions tals que fog=14.

1) Proveu que g és injectiva.
2) Proveu que f és exhaustiva.

3) Podem afirmar que go f = I4? Justifiqueu la resposta.

Solucié:
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1) Siguin z,z’ € A i suposem que g(z) = g(2'). Llavors: = = f(g(z)) = f(g(z')) =2/, ja que fog = I4.
Es a dir, g és injectiva.

2) Sigui y € A. Hem de veure que existeix un « € A tal que f(z) = y. Pero y = f(g(y)). Per tant,
podem prendre x = g(y). Es a dir, f és exhaustiva.

3) No. Per exemple, prenem A = N; g(n) = n+1;i f(n) =n—-1,sin > 1, f(0) = 0. Llavors,
1

flgn))=fn+1)=n+1—-1=mn;ésadir, fog=Iy. Perd: g(f(0)) =g(0) =1 # 0. Per tant,
go f# In.

1.6. Examen final 06/06/2011

89
1) Comproveu que med(1876,365) = 1 i calculeu enters r i s tals que:
1876 -7 +365-s5=1

Expliciteu els calculs que feu per a arribar a la solucio.

2) Trobeu el minim enter positiu « tal que 365z + 902 = —508 (mod 1876). Expliciteu i justifiqueu els
calculs que feu per a arribar a la soluci6.

Solucié:

1) Apliquem l'algorisme d’Euclides estés, és a dir, calculem el maxim comu divisor i els coeficients enters
de la identitat de Bézout.

1 0 1] =7 43 | —93 136
1| -5] 36| —221| 478 | —699

5 7| 6 2 1 2
1876 | 365 | 51 8 3 2 1
o1 8 3 2 1 0

Es a dir: 1876 - 136 + 365 - (—699) = 1.

2) Fem aquest apartat de dues maneres (equivalents): treballant amb classes a Zig7¢ i amb la notacio de
les congruéncies.

Amb classes: Hem de resoldre I’equaci6 365 - T + 902 = —508. Passem restant 902 al segon membre:
365 - T = —508 — 902 = 466. Ara multipliquem per la classe inversa de 365, que existeix perqué
med(365,1876) = 1, com hem comprovat abans. També s’ha calculat a 'apartat anterior que
365 " = —699 = 1177. Per tant: 7 = 1177 - 466 = 690. Ara, el representant positiu més petit
d’aquesta classe és precisament ’enter 690.

Amb congruéncies: Passem 902 restant al segon membre i obtenim:
3652 = —1410 = 466 (mod 1876).

Ara, multipliquem cada membre per 'invers de 365 modul 1876 (que existeix, perqué sabem que
mcd (1876, 365) = 1). Pel primer apartat, aquest invers és —699 modul 1876. Pero: —699 = 1177
(mod 1876). Per tant:

x =466 - (—699) = 466 - 1177 = 548482 = 690 (mod 1876)

La resposta és 690.
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90 Proveu que si n > 0, llavors:

Zm"*’“ —ontl 9
k=0

Solucié:  Demostrem la propietat aplicant el principi d’inducci6.
Cas inicial n = 0. Tenim: 22:0 k2"=F =0 i d’altra banda: 2"t —n —-2=2-0-2=0.
Pas d’inducci6é. Fixem un enter m > 0 i suposem que:

dokemh=omtl_m -2  (HI)
k=0

Volem demostrar que:

m+1
> k2mE = omt (m 1) -2 =27 —m -3
k=0

Tenim:

m—+1 m+1

Z k2m+1_k _ Z k27n—k )
k=0 k=0
- _ m+ 1)
=2 k2t (>
(k—O 2

1
=2 (27"+1 -—m-2+ m;—) apliquem la H.I.
=2"2 _2m — 4+ m+1

=9mt2 _ 3

Per tant, la propietat és certa per a tot n > 0.

91 Siguin m, n enters positius.

1) Proveu que, en general, med(m,n) # med(m — n,m + n).

2) Proveu que una condici6 suficient perqué med(m,n) = med(m —n, m+mn) és que m i n tinguin paritat
diferent.

3) Proveu que la condicié esmentada a ’apartat anterior no és necessaria.

Solucié:

1) Per a demostrar que la propietat med(m,n) = med(m — n,m + n) no és certa, en general, hem de
trobar un contraexemple. Si prenem m =5 i n = 3, llavors tenim m +n = 8 i m — n = 2. Per tant,
med(m,n) = med(5,3) = 1, i med(m — n,m +n) = med(2,8) = 2.

2) Hem de provar que:
VYm,n € Z (m in tenen paritat diferent = med(m,n) = med(m — n,m + n))

Denotem per di = med(m,n) i do = med(m — n,m + n). Veiem que dq|dy i que da|d; i com que
ambdos son positius, han de ser iguals.
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o dilm Adi|n = di|(m —n) Adi|(m 4+ n) = di|med(m —n,m +n) = dy. A la primera implicacio
hem aplicat la propietat de la linealitat de la divisibilitat i a la segona la definici6 de maxim
comu divisor.

e Per hipotesi, m i n tenen paritat diferent. Per tant, m — n i m + n sén nombres enters senars.
Conseqiientment, dy = mecd(m —n,m +n) ha de ser senar. Com que da|(m —n) i da|(m +n), es
dedueix que da|(m —n) + (m —n) = 2m, per la propietat de linealitat de la divisibilitat. Pero dsy
és senar; és a dir, med(dg, 2) = 1. Per tant, pel lema de Gauss, da|m. Analogament, tenim que
da|(m 4+ n) — (m —n) = 2n (també per linealitat) i de la mateixa manera veiem que dg|n. Per
tant, da| med(m,n) = dj.

3) Hem de veure que la proposicié:
VYm,n € Z (mcd(m,n) = med(m —n,m +n) = m in tenen paritat diferent)

és falsa. Es a dir, hem de trobar un contraexemple: dos enters m i n tals que mecd(m,n) = med(m —
n,m + n) i que tinguin la mateixa paritat. Per exemple m = 4 i n = 2 tenen la mateixa paritat. A
meés, resulta que med(m, n) = med(4,2) = 2 i med(m —n,m +n) = med(2,6) = 2.

92

1) Enuncieu les lleis de De Morgan per a proposicions i demostreu-les.

2) Definiu el concepte de diferéncia de dos conjunts. Demostreu que si A i B so6n conjunts, llavors:

ACB < A-B=10

3) Siguin a,a’,b,b' € Z in > 1 tals que a=a’ (mod n)ib=">" (mod n). Demostreu que a +b =a’ + ¥/
(mod n) i ab=d'b’ (mod n).
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93

1) Siguin m i n nombres enters. Es suficient que m i n siguin multiples de 3 per a poder afirmar que
m + n és miltiple de 37 I necessari? Justifiqueu les respostes.

2) Formalitzeu la proposici6 segiient i negueu-la: “hi ha enters que séon quadrats, senars i multiples de 5”.

Solucié:

1) Si, és suficient. Si m i n son mdaltiples de 3, llavors hi ha enters k,r tals que m = 3k i n = 3r.
Aleshores m +n = 3k + 3r = 3(k +r). Es a dir, m + n és un multiple de 3. Perd no és una condici6
necessaria. Si m + n és multiple de 3, llavors m i n no tenen per qué ser miltiples de 3. Per exemple,
m=1in=2.

2) Considerem els predicats: Q(n): ‘n és un quadrat’; S(n): ‘n és senar’. Llavors la proposicié es pot
formalitzar aixi:

In € Z(Q(n) A S(n) A5n)

Ara, Q(n) es formalitza aixi: ‘Jk € Z(n = k?)’; i S(n) aixi: ‘Im € Z(n = 2m + 1)".
La seva negacio és: ‘Vn € Z(—Q(n) VvV -S(n) V5 fn).

94

1) Sigui n un nombre enter. Es necessari que n sigui multiple de 4 perqué n? sigui multiple de 87 1
suficient? Justifiqueu les respostes.

2) Formalitzeu la proposici6 segilient i negueu-la: “hi ha nombres naturals que no séon parells, ni multiples
de 3, pero si multiples de 5.

Solucié:

1) Es necessari i suficient. Suposem que n? és mltiple de 8. Llavors n? és parell i, per tant, n també.
Pero si n és parell, aleshores n? és multiple de 4. Reciprocament, si n és multiple de 4, llavors n? és

miltiple de 16 i, en particular, també multiple de 8.

38
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2) ‘Gn e N(2 fnA3 fnAb|n). Lanegacio és: ‘Vn e N2 |nVv3|nV5 [n).

95

1) Proveu que una condici6é necessaria i suficient perqué un enter sigui parell és que el seu quadrat sigui
parell.

2) Formalitzeu la proposicié segiient i negueu-la: “per a tot nombre natural n més petit que 100, n?+n-+41
és un nombre primer”.

Solucié:

1) Necessitat: si n = 2k, per a cert k € Z, llavors n? = 4k?> = 2(2k?) és parell. Suficiencia: (pel
contrareciproc) si n = 2r + 1, per a cert r € Z, llavors n? = 472 + 4r + 1 = 2(2r? + 2r) + 1 és senar.

2) Vn(n € NAn < 100 — P(n? +n + 41))’, on P(m) és el predicat ‘m és primer’. La negacio és:
‘In(n € NAn <100 A =P (n))’.

96

1) Acabar en 55, és una condicié necessaria per ser senar miltiple de 57 I suficient? Justifiqueu les
respostes.

2) Formalitzeu la proposici6 segiient i negueu-la: “tot nombre natural és suma de dos quadrats”.

Solucié:

1) No, no és una condicié necessaria. Per exemple, 15 és un senar multiple de 5 i no acaba en 55. Pero
s és una condici6 suficient. Si un enter acaba en 55, llavors és un senar multiple de 5.

2) Vn € NIm,k € N(n = m? + k?)’. La negacié és: ‘In € NVm, k € N(n # m? + k?)".

97

1) Siguin m i n nombres enters. Es suficient que m i n siguin consecutius per a poder afirmar que (m+mn)?
és senar? I necessari? Justifiqueu les respostes.

2) Formalitzeu la proposicio segiient i negueu-la: “per a tot nombre naturals n, o bé n? és parell o bé no
acaba en 7.

Solucié:

1) No és necessari: per exemple, (3 + 5)2 és senar, perd 3 i 5 no sén consecutius. Pero si és suficient: si
n i m sén consecutius, llavors, per exemple, m =n + 11 (m +n)? = (2n + 1)2, que és senar.

2) Vn € N(2 | n?VvS(n))’, on S(n) és el predicat ‘n acaba en 7. La negaci6 és: ‘In € N(2 [ n? A=S(n))".

98

1) Demostreu, per reduccio a ’absurd, que tot nombre que acaba en 4 i no és multiple de 4 té la xifra
de les desenes senar.
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2) Formalitzeu la proposicié segiient i negueu-la: “per a tot enter n, n és parell o n® no acaba en 9”.

Solucié:

1) Sigui n» un enter que acaba en 4, que no és multiple de 4 i suposem que té la xifra de les desenes
parella. Llavors podem escriure:

l
n= 2210]C - Tk
k=0

on xj, soém les xifres de n en base 10. Com que 10* és multiple de 4 si k > 2, per a que n sigui miltiple
de 4 ha de ser 10z1 + x¢ multiple de 4. Perd per hipotesi, x1 és parell i g = 4. Per tant, 10z + 4 és
multiple de 4 i, per tant, n també. Contradiccio.

2) ‘Vn € Z(2 | nvVA(n))’, on A(n) és el predicat ‘n® no acaba en 9. La negaci6 és: ‘In € Z(2 J nA—A(n)).

99

1) Demostreu que el cub de qualsevol enter és o bé multiple de 8 o bé és senar.

2) Formalitzeu la proposici6 segiient i negueu-la: “hi ha enters n que sén cubs, parells i multiples 8”.

Solucié:

1) Sigui n un enter. Distingim dos casos: que n sigui parell o que n sigui senar. Si n = 2k, per
a cert k € Z, llavors n® = 8k3, que és multiple de 8. Si n = 2k + 1, per a cert k € Z, llavors
n® = 8k® + 12k? + 6k + 1 = 2(4k>® + 6k% + 3k) + 1, que és senar.

2) ‘dn € Z(C(n) N2 | n A8 | n)’, on C(n) és el predicat ‘n és un cub’, que es pot formalitzar aixi
‘Jk € Z(n = k3). La negacio és: ‘Vn € Z(=C(n) V2 fnV8 [n).

100

2

1) Demostreu, per reducci6é a l'absurd, que si z és un nombre racional tal que z* és un nombre enter,

aleshores x és un nombre enter.

2) Formalitzeu la proposicié segilient i negueu-la: “el producte de dos nombres primers és un nombre
primer”.

Solucié:

1) Sigui x € Q tal que x? € Z. Suposem que x ¢ Z. Escrivim x com a fracci6 irreductible x = %, amb

b
a,b € 7Z,b#0, med(a,b) = 1. Llavors 22 = ‘;—j € Z implica que b? | a®>. D’aqui deduim que b | a. Per
tant, z € Z. Contradiccio.

2) *¥p,q € N(P(p) A P(q) — P(pq))’, on P(n) és el predicat ‘n és un nombre primer’, que es pot
formalitzar aixi ‘Va,b € N(n = ab — a =1Vb=1). La negacio és: ‘Ip,q € N(P(p) A P(q¢) A—P(pq))’.
101

1) Proveu si m és un enter qualsevol i n és un enter senar multiple de 3, aleshores el producte mn és
senar o és miltiple de 6.
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2) Formalitzeu la proposicié seglient i negueu-la: “la suma de dos nombres primers és un nombre parell”.

Solucié:

1) Suposem que mn no és senar; és a dir, mn és parell. Atés que n és multiple de 3, tenim que mn també
ho és. Per tant, mn és parell i multiple de 3. Es a dir, mn és miltiple de 6.

2) Vn,m € N(P(n) A P(m) — 2| (n+m))’, on P(n) és el predicat ‘n és primer’. La seva negacio6 és:
‘In,m € N(P(n) AP(m)A2 f(n+m)).

102

1) Proveu que si n és un nombre natural, llavors n? dividit per 3 déna com a residu 0 o 1, perd mai no
doéna 2. Pista: feu una demostracié per casos considerant el residu de n entre 3.

2) Formalitzeu la proposicié seglient i negueu-la: “hi ha enters n que séon quadrats, parells perdo no
miultiples de 8”.

Solucié:

1) Fem una demostracié per casos segons el residu de la divisio de n entre 3. Aquest residu r por ser 0, 1
0 2. Cas 1: r = 0; llavors n = 3q, per a cert ¢ € Z. Per tant, n?> = 9¢> = 3(3¢?); és a dir, n? té residu
0. Cas 2: 7 = 1; llavors n = 3¢+ 1, per a cert ¢ € Z. Per tant, n? = 3¢®> +6q+1 = 3(¢*> +2¢) +1; és a
dir, n? té residu 1. Cas 3: r = 2; llavors n = 3¢ + 2, per a cert ¢ € Z. Per tant, n? = 9¢®> + 12¢ + 4 =
3(3¢> +4q + 1) + 1; és a dir, n? té residu 1. Veiem doncs que el residu de la divisi6 de n? entre 3 és 0
o 1, pero mai és 2.

2) ‘n € Z(Qn) A2 | nA8 fn), on Q(n) és el predicat ‘n és un quadrat’, que es pot formalitzar aixi:
‘Jk € Z(n = k?)’. La negacio6 és: ‘Vn € Z(-=Q(n) V2 fnV8|n).

Conjunts i aplicacions

103

1) Siguin f : N — N una aplicaci6 injectiva. Proveu que l'aplicacié g : N — N definida per g(n) = 2f(n)
també és injectiva.

2) Descriu per extensi6 el conjunt P(P(()); és a dir, digueu quins son els seus elements.

Solucié:

1) Siguin n,n’ € N tals que g(n) = g(n'). Es a dir, 2f(n) = 2f(n/). D’aqui deduim que f(n) = f(n’) i,
com que f és injectiva, n = n’. Per tant, g és injectiva.

2) P(0) = {0}; per tant, P(P(0)) = {0,{0}}.

104

1) Sigui f : N — N una aplicaci6 injectiva. Proveu que laplicaci6 g : N — N definida per g(n) = 2f(n)+1
també és injectiva.



42 Examens resolts de Fonaments Matematics

2) Siguin A i B conjunts tals que AUB = Bi AN B = B. Qué podem dir de A i de B? Justifica la
resposta.

Solucié:

1) Siguin n,n’ € N tals que g(n) = g(n'). Es a dir, 2f(n) + 1 = 2f(n/) + 1. D’aqui deduim que
f(n) = f(n') i, com que f és injectiva, n = n’. Per tant, g és injectiva.

2) Tenim B=ANB C AC AU B = B. (Les igualtats, per hipotesi. Les inclusions sén certes sempre.)
Per tant: BC AC B, d'on A =B.

105

1) Sigui f : Z — Z una aplicaci6 injectiva. Proveu que Paplicaci6 ¢ : Z — Z definida per g(n) = f(n—1)
també és injectiva.

2) Siguin A i B conjunts no buits. Es vertader o fals que P(A—B) = P(A)—P(B)? Justifica la resposta.

Solucié:

1) Siguin n,n' € Z tals que g(n) = g(n’). Es a dir, f(n—1) = f(n’ —1). Com que f és injectiva, deduim
que n — 1 =n’—11i, per tant, n = n’. Per tant, g és injectiva.

2) Tenim:
XePA-B) & XCA-B& X CANXNB=0= X € P(AANX ¢ P(B) & X € P(A)—P(B).
Es a dir, P(A—B) C P(A)—P(B). No obstant, l'altra inclusié no és certa, ja que X ¢ P(B) no implica

que X N B = (). Per exemple, si A= {1,2,3}, B={1,2,4,5}, X = {2,3}, llavors X € P(A) — P(B),
perd X ¢ P(A— B).

106

1) Sigui f : Z — Z una aplicacié exhaustiva. Proveu que I'aplicaci6 g : Z — Z definida per g(n) = f(n+1)
també és exhaustiva.

2) Siguin A i B conjunts no buits. Es vertader o fals que P(ANB) = P(A)NP(B)? Justifica la resposta.

Solucié:
1) Siguin m € Z. Volem provar que existeix un n € Z tal que g(n) = m. Perd f és exhaustiva, per tant

hi ha un k € Z tal que f(k) = m. Siprenem n =k — 1, llavors g(n) = g(k — 1) = f(k) = m. Per tant,
g és exhaustiva.

2) Es vertader.

XePANB) = XCANB& X CANXCBe X eP(A)AX € P(B) & X € P(A)NP(B).

107

1) Sigui f : R* — R* una aplicaci6 injectiva. Proveu que laplicacio g : R* — R* definida per g(z) =
1/f(x) també és injectiva. (R* =R — {0}.)
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2) Siguin  un conjunt no buit i A C Q. Es vertader o fals que P(A¢) = P(A)°? Justifica la resposta.
(P(A)¢ es calcula a P(Q).)

Solucié:

1) Siguin z,2’ € R* tals que g(x) = g(«’). Llavors 1/f(z) = 1/f(2’) i, per tant, f(z) = f(z’). Com que
f és injectiva, deduim que x = x’. Per tant, g és injectiva.

2) Es fals. Tenim:
XePA)eXCAXNA=1, XePA) ' XgPA)sXCLA

i esta clar que la condicio ‘X N A = ()’ no és equivalent a la condici6 ‘X Z A’ (pero la primera implica
la segona).

108

1) Sigui f : R* — R* una aplicaci6 exhaustiva. Proveu que laplicaci6 g : R* — R* definida per
g(x) = 1/f(x) també és exhaustiva. (R* =R — {0}.)

2) Siguin Q un conjunt no buiti AC Qi BCQtalsque ANB=01AUB = Q. Qué podem dir de A i
B? Justifica la resposta.

Solucié:

1) Sigui y € R*. Volem provar que existeix un € R* tal que g(z) = 1/f(z) = y. Pero 1/f(z) =y
equival a f(z) = 1/y. Com que f és exhaustiva, existeix un nombre real no nul « tal que f(x) = 1/y;
és a dir, tal que g(z) = y. Per tant, g és exhaustiva.

2) Podem afirmar que A és el complementari de B o que B és el complementari de A. En efecte, si A = ()
esta clar. Suposem que A # 0 i sigui x € A; llavors x € B; és a dir x € B°. Aixo demostra que
A C B°. D’altra banda, si z € B¢, llavors ¢ B. Pero com que Q = AU B, tenim que z € A. Es a
dir, B¢ C A.

109

1) Sigui f : N — N una aplicaci6 bijectiva i sigui a € N. Proveu que l'aplicacié g : N — N definida per
g(n) = f(n) + a és injectiva, perd no exhaustiva.

2) Es possible que en un conjunt no buit A hi ha hagi definida una relaci6 R que sigui simétrica i
antisimétrica? Justifica la resposta.

110

1) Sigui f : Z — Z una aplicacié injectiva. Proveu que aplicacio g : Z — Z definida per g(n) =
fn—1)+1 és injectiva.

2) Es possible que en un conjunt no buit A hi ha hagi definida una relacié R que no sigui reflexiva ni
antireflexiva? Justifica la resposta
Solucié:

1) Siguinn,n’ € Ztals que g(n) = g(n’). Llavors f(n—1)4+1 = f(n’—1)+11, per tant, f(n—1) = f(n'—1).
Com que f és injectiva, deduim que n — 1 =n' — 1; és a dir, n = n/. Per tant, g és injectiva.
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2) Si. Per exemple, si A = {1,2} i R és una relacio tal que (1,1) € R, pero (2,2) € R.

111

1) Sigui f : Z — Z una aplicacié exhaustiva. Proveu que laplicacié g : Z — Z definida per g(n) =
fn+1) —1 és exhaustiva.

2) Siguin A, B i C conjunts no buits tals que A x B = A x C. Podem afirmar que B = C? Justifica la
resposta.

Solucié:

1) Siguim € Z. Volem provar que existeix un n € Z tal que g(n) = m. Es a dir, tal que f(n+1)—1 =m.
Com que f és exhaustiva, existeix un enter k tal que f(k) = m + 1. Llavors g(k — 1) = f(k) — 1 =
m+1—1=m1i, per tant, g és exhaustiva.

2) Si. Fixem un element qualsevol ag € A. Tenim:
r€B& (ap,x) EAXB=AxC&zel

Per tant, B = C.

112
1) Sigui f : Z — Z una aplicacio injectiva. Proveu que 'aplicacié g : Z — Z definida per g(n) = 2f(n—1)
és injectiva.

2) Siguin A i B conjunts no buits. Es vertader o fals que si Z C (Ax B), llavors hiha X CAiY CB
tals que Z = X x Y7 Justifica la resposta.

Solucié:
1) Siguin n,n’ € Z tals que g(n) = g(n’). Llavors 2f(n—1) = 2f(n’ —1) i, per tant, f(n—1) = f(n'—1).
Com que f és injectiva, deduim que n — 1 =n/ — 1; és a dir, n = n/. Per tant, g és injectiva.

2) Es fals. Contraexemple: A = {a,b}, B = {1,2}, Z = {(a,1),(b,2)}. Llavors Z C A x B, perd no es
pot escriure com un producte cartesia. En efecte, si Z =X xY,on X C AiY C B, llavors tindriem
a,beXil,2eY. Esadir, X=AiY =Billavors Z =X xY = A x B, que no és el cas.

Principi d'ilnduccié

113  Proveu per inducci6 que si n > 2, llavors:

n(n—1)(2n +5)
6

1-3+42:443-5+---+(n—-1)(n+1)=

Solucié:

Cas inicial: n = 2.

2(2 —1)(4+5)

1-3=3=
6
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Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 i suposem que > . ,(i — 1)(i + 1) =

d’induccid). Volem demostrar:

n+1
) , _ (n+1)n(2n+7)
;(2—1)@“)_ :
Tenim:

n+1 n

Z(i —1)(i+1)= Z(i ~ )i+ 1) +n(n+2)
= n(n - 1)6(2n +5) +n(n+2) per H.I
_n(n—1)(2n+5)  6n(n+2)
B 6 %
~n(2n2 +9n+7)
B 6
_n(n+1)2n+7)
B 6

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 2.

114 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:

o —1)(2n + 1
12+32+52+-~-+(2n—1)2:”<” ;(7”)

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

12-1)(2+1)

P=1=
3

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que Y ., (2i — 1)? =

ci6). Volem demostrar:

L D+ 1) (20 +3)
;(21 -1)2= 3
Tenim:

n+1 n

D (2i-1)7=>(2i — 1)+ (2n+ 1)

i=1 i=1
— n(2n — 1;(271 +1) + (2n+ 1)2 per H.L.
_ n(2n— 1;(271 +1) N 3(2n3+ 1)?
_ (2n+1)[n(2n —1) 4+ 3(2n + 1)]

3
_ 2n+1)(n+1)(2n+ 3)
3

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

n(2n—1)(2n+1) (
3

n(n—1)(2n+5)

5 (hipotesi

hipotesi d’induc-
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115 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:

2n(n+1)(2n+1)
3

2 +47 46>+ +(2n)° =

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

g2 20+1)2+1)

2n(n+1)(2n+1)

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que Y- (2)? = 3

Volem demostrar:

(hipotesi d’induccid).

o 2+ D)(n+2)(2n +3)
;(22) = 3
Tenim:

n+1 n

Z(%ﬁ = Z(m)? + (2(n+1))?
— 2n(n + 1?3(271 +1) +4(n+ 1)2 per H.I.
C2n(n+1)(2n+1)  12(n+1)?
N 3 + 3
_ 2(n+1)[n(2n + 1) +6(n + 1)]

3
_ 2(n+1)(n+2)(2n+3)
3

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

116 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:

n+1 n(n + 1)

1—449—16+---+ (=1)"T'n? = (-1) 5

Solucié:
Cas inicial: n = 1.
(1) 12=1=(-1)?2- —

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que > . (—1)"T1i% = (—1)”*1% (hipotesi d’in-
ducci6). Volem demostrar:

n+1

i+1;2 _ ni2(n+1)(n +2)
;(—1) = (-t 5
Tenim:
n+1 ) n ]
Z(_1)1+1i2 _ Z(_l)z+1i2 + (_1)n+2(n + 1)2
na1(n+1)

=(-1) 5 + (=1)""2(n + 1)? per H.I
=(-1)""2(n+1) (f% +n+ 1)

et DO +2)
B A E—
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Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

117 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:

1 1 1

1 n

13 35 5777

Solucié:

Cas inicial: n = 1.
1 _1_
(2-1)(2+1) 3

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que »

Volem demostrar:

2n—1)2n+1) 2n+1

1
2+1

n 1 _ n
i=1 (2i—1)(2i+1) ~ 2n-+1

”f 1 _n+1
~(20-1)(2i+1)  2n+3
Tenim
"i 1 e 1 N 1
(20-1)(20+1) & (2i-D(2i+1)  (2n+1)(2n+3)
n
= H.I
m+1 2n+l2nt3) 7
. on(2n+3)+1
 (2n+1)(2n +3)
2?2 +3n+1

(2n+1)(2n + 3)

_ (n+1D(@2n+1)

(2n+1)(2n+ 3)
n+1
2n+3

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

118 Proveu per inducci6é que si n > 1, llavors:

LS SR S 1 _n
1-5 5.9 9-13 (4n—3)4n+1) 4n+1
Solucié:
Cas inicial: n = 1.
1 11
(4-3)4+1) 5 4+1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que »

Volem demostrar:

n+1 1

n 1
i=1 (4i—3)(4i+1)

n+1

Z (46 —3)(4i +1)

i=1

In+5

(hipotesi d’induccio).

= g (hipotesi d’induccio).
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Tenim:
n+1

>

i=1

1 J—
(40 —3)(4i+1)

= 1 1
2 G—9)@i+1)  (n+1){En+5)
n
H.L
dn+1 " @n+D@n+5 P29
n(4n +5) +1
(4n+1)(4n+5)
dn? +5n +1

(dn+1)(4n + 5)

_ (n+1D)(dn+1)

(4n+1)(4n+5)
n+1
n+5

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

119 Proveu per induccio que si n > 1, llavors:

NN S S 1 _
1-4 4.7 7-10 (B3n—2)(3n+1) 3n+1
Solucié:
Cas inicial: n = 1.
1 11
(3-2)3+1) 4 3+1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que »

Volem demostrar:
n+1

n 1 _ N . 5. .,
=1 GG = 3T (hipotesi d’induccio).

n+1

1
7,; (3i—2)(3i+1)
Tenim:
n+1

1
Z(Bi—2

< )Bi+1)

3n+4

" 1 1
2 Bi-2)@Bi+1)  Gnr)En+4)
n
H.L
Sl GntlGBned P
n(Bn+4)+1
(B3n+1)(3n+4)
3n? +4n+1

(Bn+1)(3n+4)

_ (n+1)Bn+1)

(B3n+1)(3n+4)
n+1

T 3n+4

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

120 Proveu per inducci6 que si n > 2, llavors:

1
1- =
2

1
1-—=
3

1
1-=
4

(-2)(-3) (-3)

1
1— =
n

1

n

( >:
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Solucié:

Cas inicial: n = 2.

1 1
1—--=
2 2
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 i suposem que [, (1 — %) = % (hipotesi d’inducci6). Volem
demostrar:
n+1
1 1
fi1-1)-
e (] n—+
Tenim:

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.
121 Proveu per inducci6é que si n > 2, llavors:
1 1 1 1 1
TP Y I IR DO PR I N
4 9 16 n?2 2n

Solucié:

Cas inicial: n = 2.

1 3
1-5=-
22 4
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 isuposem que [, (1 — %2) = ”;;1 (hipotesi d’induccié). Volem
demostrar:
poarc 1 n+2
Il (1-2) = i
pales i 2(n+1)
Tenim:
n+1 n
1 1 1
1—— | = l— =) (1- ——
(-2)-102) (o)
n+1 1
= 1= H.I
()
~n+1 n+1
2 2n(n + 1)2
_ n? +2n
~ 2n(n+1)
n+2

2(n+1)
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Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

122 Proveu per inducci6é que si n > 1, llavors:

1-3 2-4 3-5 nn+2)  4(n+1)(n+2)

Solucié:

Cas inicial: n = 1.
L B 1(3+5)
13 4(1+1)(1+2)

n 1 _ n(3n+5)
i=14(i+2) ~ 4(n+1)(n+2)

Pas d’inducci6é: Fixem un enter n > 1 i suposem que »
Volem demostrar:

(hipotesi d’induccio).

n+1

ZZ( 1 (n+1)(3n+38)

i+2) 4(n+2)(n+3)

=1
Tenim:

e 1
;i(i+2) _;i(z‘u) + (n+1)(n+3)
n(3n +5) 1
i+ )m+2) T mrDmey Pt
n(3n +5)(n+3) +4(n +2)
dn+1)(n+2)(n+3)
3nd 4 14n% +9n + 8
4n+1)(n+2)(n+3)
 (n+1)%(3n+78)
An+1)(n+2)(n+3)
_ (n+1)(3n +8)
An+2)(n+3)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

2.2. Examen parcial 17/11/2011

123

1) Definiu el concepte de diferéncia de dos conjunts. Proveu ’equivaléncia segiient:
(CCA-B) <= (CCAANCNB=10)
on A, B i C s6n conjunts. Justifiqueu tots els passos.

2) Definiu el concepte d’antiimage d’un subconjunt per una aplicacié. Siguin A, B conjuntsi f: A — B
una aplicaci6. Proveu, justificant tots els passos, que si By C B, By C B, llavors f~![B; N By] =
FHUB N By

Solucié:
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1) Si A, i B son conjunts, es defineix la diferéncia A — B com el conjunt dels elements de A que no
pertanyen a B; és a dir:

A-B={x:z€ ANz ¢ B}.
Provem l'equivaléncia ‘{(C CA— B) < (CCAANCNB=0).

=) Suposem que C C (A — B). a) Sigui € C. Per hipotesi, tenim que x € A i x ¢ B. Per tant,
z € A. Esadir: C C A. b) Ara hem de veure que C' N B = (). Suposem que existeix y € C' N B.
Llavors y € C, i per tant, per hipotesi, y ¢ B. Perd també tenim y € B. Contradiccié. Es a dir,
CNnB=0.

<) Suposem que C C Aique CN B =. Sigui z € C. Per hipotesi, sabem que x € A. Només cal
veure que x ¢ B. Pero si ¢ € B, llavors x € C' N B. Contradiccid, perqué per hipotesi aquesta
intersecci6 és buida. Per tant, z € (A — B).

2) Siguin A, B conjunts i f : A — B una aplicaci6. Si By C B, llavors es defineix la antiimatge de By
per f per:

fﬁl[Bl] = {ZE S A . f(l‘) c Bl}
Provem que ‘f~1[B; N By] = f~1[B1] N f~YBa]’, si By, By C B. Per a tot z, tenim:

€ BN By <= f(x)€ B NBy (1)
<~ f(z) € By A f(z) € By (2)
— xc f B Az e fHBy) (1)
< x € fHBi]N f By (2)

(1): per definici6 d’antiimatge; (2): per definici6 d’interseccio.

124 Considerem en el conjunt A = Z — {0} la relacié R segiient:

m Rn <= (signe(n) = signe(m) A paritat(n) = paritat(m))V
(signe(n) # signe(m) A paritat(n) # paritat(m))

1) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.
2) Trobeu les classes d’equivaléncia de I’element 1 i de I’element 2. Raoneu la resposta.

3) Expliciteu el conjunt quocient A/R. Raoneu la resposta.

Solucié:

1) Provem que R és reflexiva, simétrica i transitiva.

Reflexiva: sin € A, llavors signe(n) = signe(n) i paritat(n) = paritat(n). Per tant n R n.
Simeétrica: en efecte, ja que la definié de la relacié6 R queda igual si intercanviem n per m.
Transitiva: suposem que n R m i m Rt. Distingim quatre casos:
a) n i m tenen el mateix signe i paritat; m i ¢ tenen el mateix signe i paritat. En aquest cas
deduim que n it tenen el mateix signe i paritat i, per tant, n R .
b) n i m tenen el mateix signe i paritat; m i ¢ tenen signe i paritat diferents. En aquest cas
deduim que n it tenen signe diferent i paritat diferent. Per tant, n R t.
¢) n i m tenen signe i paritats diferents; m i ¢ tenen signe i paritats diferents. Llavors n it
tenen el mateix signe i la mateixa paritat. Per tant, n R t.
d) n im tenen signe i paritat diferents; m it tenen el mateix signe i la mateixa paritat. Aquest
cas és similar al segon cas. Per tant, n R .
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2) Trobem la classe d’equivaléncia de l'element 1 € A. Un element n esta relacionat amb 1 si o bé és
positiu i senar o bé és negatiu i parell:

[]={ncA:nR1}={1,3,5,..}U{-2,-4,-6,...}

Analogament, els elements que estan relacionats amb el 2 son els positius i parells o bé els negatius i
senars:

2] ={neAd:nR2} ={2,4,6,..} U{-1,-3,-5,...}

3) A Dapartat anterior observem que qualsevol elements de A (és a dir, qualsevol enter no nul) o bé
pertany a la classe de 1 o bé pertany a la classe de 2. Per tant, no hi ha més classes. Aixo vol dir que
el conjunt quocient és:

A/R = {[1], [2]}-

125 Considerem el conjunt X = {n € N:1 <n <100} il’aplicacié f: X — X definida per:

2n, sil<mn<50
fn) = :
2(n—51)+1, sibl <n<100

1) Proveu que f és una aplicacio bijectiva.

2) Calculeu f~1[S], si S = {n € X : n senar}. Justifiqueu la resposta.

Solucié:

1) Comprovem primer que f és una aplicacio de X en X. Si 1 < n < 50, llavors 2 < f(n) = 2n < 100
isibl <n <100, lavors 1 < f(n) =2(n—51)+1 < 99. Es a dir, si n € X, llavors hi ha un tnic
m € X tal que f(n) = m. En segon lloc, observem que donat n € A, si 1 < n < 50, llavors f(n) és
parell i si 51 < n < 100, llavors f(n) és senar. Es a dir, pel contrareciproc, si f(n) és senar, llavors n
esta entre 51 1 100 i si f(n) és parell, llavors n esta entre 1 1 50.

Per a demostrar que f és bijectiva, hem de provar que f és injectiva i exhaustiva.

Injectivitat: suposem que n,m € A i que f(n) = f(m). Si f(n) és parell, llavors f(m) també és
parell, n i m estan entre 1 i 50 i, per tant, f(n) = 2n = 2m = f(m), don n = m. Si f(n) és
senar, llavors f(m) també és senar, n i m estan entre 51 1 100 i, per tant f(n) =2(n—51)+1 =
2(m —51) + 1= f(m), d’on també deduim que n = m.

Exhaustivitat: sigui & € A. Hem de trobar un n € A tal que f(n) = k. Si k és parell, llavors
k/j2e A1l <k/2<50i f(k/2) =2(k/2) = k. Sik és senar, llavors 51 4+ (k — 1)/2 és enter i
esta entre 51 i 100. Per tant, f(51 + (kK —1)/2) = k.

2) De lobservacio del principi se segueix que la imatge d’un element de A és senar si, i nomeés si, Uelement
esta entre 51 1 100. Es a dir:

S ={neA:f(n)eS}={necA:51<n<100}

2.3. Examen final 20/01/2012

126

1) Expliqueu en qué consisteix la técnica de demostracié per reduccié a I’absurd? Proveu que v/2 no és
un nombre racional.



Examens resolts de Fonaments Matematics 53

2) Sigui m > 1 un enter. Definiu el concepte de relacié de congruéncia modul m i demostreu que és una
relacié d’equivaléncia.

Solucié:

1) La técnica de demostracié per reduccié a ’absurd consisteix en prendre com a hipotesi la negacié de
la proposicié que volem demostrar i arribar a una contradiccio; és a dir, demostrar que una proposicié
i la seva negaci6 son certes.

Provem, per reduccio6 a ’absurd, que v/2 ¢ Q. Suposem que v/2 és un nombre racional. Concretament,
suposem que /2 = a/b, on a,b sén enters positius i primers entre ells. Elevant al quadrat tenim:
20% = a? [*]. Es a dir, 2 | a®, d’on deduim que 2 | a (ja que si a és senar, llavors a? és també senar).
Per tant, podem escriure a = 2a;, on a; € Z. Substituint a [*] i simplificant un 2, obtenim que
b? = 2a?. Pero aixo vol dir que 2 | b? i, per tant, que 2 | b. Ara tenim que tant a com b sén parells.
Contradiccid, ja que haviem suposat que eren primers entre ells.

2) Sigui m > 1 un enter. Diem que els enters a i b s6n congruents modul m si, i només si, m | (a —b). O,
equivalentment, si el residu de dividir a entre m és igual al residu de dividir b entre m. Ho escrivim
aixi: a = b (mod m). Es obvi que és una relacié d’equivaléncia. Reflexiva: el residu de dividir a
entre m és igual al residu de dividir a entre m. Simétrica: si el residu de dividir a entre m és igual al
residu de dividir b entre m, llavors el residu de dividir b entre m és igual al residu de dividir a entre
m. Transitiva: si el residu de dividir a entre m és igual al residu de dividir b entre m i el residu de
dividir b entre m és igual al residu de dividir ¢ entre m, llavors el residu de dividir a entre m és igual
al residu de dividir ¢ entre m.

127

1) Proveu que la classe 2957 és invertible a Zyo96 1 trobeu la seva classe inversa. Justifiqueu i expliciteu
tots els calculs que feu per a arribar al resultat.

2) Comproveu que les aplicacions:

[ Zaoge — Zaogs, f(®)=2957-%
9+ Zaooe — 24096, g(T) = 3909 -

8

8|

sén inverses una de 1’altra.

Solucié:

1) En primer lloc, hem de provar que mcd(4096,2957) = 1 i després hem d’escriure la identitat de Bézout
(de fet, només necessitem el coeficient de 2957).

0 1 -1 3 —4 7 —18 169 —187

1 2 1 1 2 9 1 21

4096 2957 1139 679 460 219 22 21 1
1139 679 460 219 22 21 1 0

Per tant, med(4096,2957) = 1 1 2957 té invers a Zgooe. A més, sabem que existeix un enter z tal que:

40962 + 2957 - (—187) =1

Es a dir 2957 © = —187 = 3909.

2) Soluci6é 1. Hem de comprovar que fog=1T1igo f =1, on I és laplicacio identitat de Zyogg, és a dir
I esta definida per 1(Z) = T.

(fo9)@) = fg(@)) = f(3909 - 7)
— 2057 - (3909 - T) = (2957 - 3909) - T
1
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perqué a lapartat anterior hem provat que la classe inversa de 2957 és 3909. Aixo demostra que
fog=1. Analogament es demostra ’altra propietat:

(g0 £)(@) =g(f(T)) = (2957 - 7)
= 3909 - (2957 - T) = (3909 - 2957) - T
=1.-7=7=1(7)

Soluci6é 2. Una altra manera de demostrar el que demanen és trobar ’aplicacié inversa de f i
comprovar que és g. Per trobar linversa de f, aillem la T de l'equaci6 § = 2957 - . Es a dir,
multipliquem per la classe inversa a ambdés membres. Pero, per I'apartat anterior 2957 = 3900.
Es a dir:

7=2057 - T=7=2957  -j=7=23900 T
Per tant, hem comprovat que l'aplicacié inversa de f és g. I com l’aplicacié inversa de ’aplicacio
inversa de f és f, hem provat que les dues aplicacions son mutuament inverses una de 'altra.

128

)

Justifiqueu que per a ser multiple de 30 és suficient “ser multiple de 6 i acabar en 0”. Es aquesta una
condicio necessaria? Justifiqueu la resposta.

2) Siguin a,m enters tals que mecd(a, m) = 2. Proveu que existeix un enter x tal que ax = 2 (mod m).

Solucié:

1) Sigui A(x) el predicat “z és multiple de 30” i sigui B(z) el predicat “x és multiple de 6 i acaba en
0”. Llavors que B(z) sigui una condicié suficient per a A(z) vol dir que Va(B(z) = A(x)) i que sigui
necessaria significa que Va(A(x) = B(x)).

Provem que és suficient. Si z és un enter multiple de 6 i que acaba en 0, llavors és multiple de 6 i
multiple de 10. Per tant, és miltiple del minim comt miltiple de 6 i 10, que és 30.

Provem ara que és una condici6é necessaria. Sigui  un enter multiple de 30. Llavors = és multiple de
6 i multiple de 10 (perqué 30 és multiple de 6 i de 10). Per tant, = és multiple de 6 i acaba en 0.

2) Si med(a,m) = 2, llavors, per la identitat de Bézout, existeixen enters z i y tals que ax + my = 2.
Considerant aquesta igualtat modul m obtenim que ax =2 (mod m).

129

1) Sigui A un conjunt no buit i R una relaci6 reflexiva i transitiva en A. Demostreu que la relacio S
definida per:

xSy < (tRy ANyRx)
és d’equivaléncia.
2) Sigui P el conjunt de punts del pla i considerem un punt O € P. Definim a P la relacié R seglient:

XRY < d(X,0)<d(Y,0)

a) Proveu que R és una relacié reflexiva i transitiva.

b) Trobeu les classes d’equivaléncia per la relacio S associada a R segons apartat 1).

Solucié:
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1)

S és reflexiva. Per definicio de S, x Sz <= x Rx Az R z; perd « R x és cert perqué R és reflexiva.

S és simétrica. Suposem que x S y; és a dir, t Ry Ay Rx. Com que la conjuncié de proposicions és
commutativa, deduim que y Rx Ax Ry. Es a dir, y S z.

S és transitiva. Suposem que z S'y iy S z. Llavors tenim que xt Ry Ay Rz iy Rz Az Ry. Com que
R és transitiva i sabem que x Ry i y R z, deduim que x R z. D’altra banda, també de la transitivitat
de R i de que sabem que y Rz i z Ry, deduim que z Rx. Per tant, tenim que x Rz i z Rx. Es a dir,
xS z.

R és reflexiva. Per definicio de R, X RX < d(0,X) <d(0,X),1d(0,X) <d(0, X) és cert.

R és transitiva. Suposem que X RY i Y R Z. Es a dir, d(O, X) < d(0,Y)id(0,Y) < d(0,Z). Per
la transitivitat de la relacié d’ordre < deduim que d(0,X) < d(0,Z), ésadir X R Z.

Si apliquem l'apartat anterior, tenim que la corresponent relacio S és d’equivaléncia. Pero X SY <«
d(0,X) <d(0,Y)Ad(0,Y) < d(0O,X) <= d(O,X)=d(0,Y). Es adir, dos punts estan relacionats
si, 1 només si, estan a la mateixa distancia del punt O. Es a dir, si, i només si, estan sobre la mateixa
circumferéncia de centre O. Per tant, les classes d’equivaléncia soén les circumferéncies del pla de
centre O.

2.4. Examens de taller 2011-2012 Q2

Raonament

130

1)

2)

Troba una proposicié equivalent a p A ¢ on no hi aparegui cap connectiva diferent de =1 —. Justifica
Pequivaléncia (aplicant equivaléncies conegudes o mitjancant taules de veritat).

Es suficient ser multiple de 24 per ser multiple de 67 I necessari? Explica clarament qué has de
demostrar /refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar queé vol dir,
en aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

Solucié:

1)

2)

Tenim que:

(pAq)==((-p)V (—9)) (1)
=-(p— (-9)) (2)

(1): per la llei de la doble negaci6 i les lleis de De Morgan; (2) perqué (r — s) = ((—r) V s).

Siguin p la proposici6 ‘ser multiple de 24’ i ¢ la proposicié ‘ser miltiple de 6’. Que p sigui una condicié
suficient per a ¢ vol dir que la proposicié p — ¢ és certa; que p sigui una condicidé necessaria per a ¢
vol dir que ¢ — p és certa. Per a demostrar que p és una condicio6 suficient per a ¢ hauriem de provar
que un enter multiple de 24 ho és també de 6, i aixd és cert; per a demostrar que p és una condicioé
necessaria per a ¢, hauriem de provar que un enter miltiple de 6 també ho és de 24, cosa que no és
certa; contraexemple: 12 és multiple de 6, perd no de 24. Per tant, p és una condici6 suficient per a
q, perd p no és no necessaria per a q.

131

1) Troba una proposici6 equivalent a p <+ ¢ on no hi aparegui cap connectiva diferent de — i —. Justifica

Pequivaléncia (aplicant equivaléncies conegudes o mitjancant taules de veritat).
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2)

Es necessari ser parell per ser multiple de 3? I suficient? Explica clarament qué has de demos-
trar/refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en
aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

Solucié:
1) Tenim que:
peg=@—=9 Ng—p) (1)
=-(-(p—=qV-(qg—p) (2)
=-(p—=q) — (=(g—p))) (3)

2)

(1): vist a classe; (2) per la llei de la doble negacio i les lleis de De Morgan; (3) perqué (r — s) =

((-r) Vv s).

Siguin p la proposicié ‘ser parell’ i ¢ la proposici6 ‘ser multiple de 3’. Que p sigui una condici6 suficient
per a ¢ vol dir que la proposicié p — ¢ és certa; que p sigui una condici6é necessaria per a g vol dir que
q — p és certa. Per a demostrar que p és una condici6 suficient per a ¢ hauriem de provar que tot
enter parell és un miultiple de 3; per a demostrar que p és una condicié necessaria per a ¢, hauriem
de provar que tot enter miiltiple de 3 és parell. Cap de les dues afirmacions és certa i per a provar-ho
hem de trobar en cada cas un contraexemple; és a dir, un enter que sigui parell, perd no miltiple de
3 i un enter que sigui multiple de 3 pero no parell: per exemple, el 4 i el 9, respectivament. Per tant,
p no és una condicié ni suficient ni necessaria per a q.

132

)

2)

Troba una proposicié equivalent a p — (¢ V r) on no hi aparegui cap connectiva diferent de = i —.
Justifica 'equivaléncia (aplicant equivaléncies conegudes o mitjancant taules de veritat).

Es necessari ser parell per ser multiple de 67 I suficient? Explica clarament qué has de demos-
trar/refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en
aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

Solucié:

)

2)

Tenim que:

(p—=(qvr)=@— ((=(-q) Vr) (1)
(p— ((—g) = 1)) (2)

(1): per la llei de la doble negacio; (2) perqué (a — b) = ((—a) V b).

Siguin p la proposicié ‘ser parell’ i ¢ la proposici6 ‘ser multiple de 6’. Que p sigui una condici6 suficient
per a ¢ vol dir que la proposicié p — ¢ és certa; que p sigui una condicié necessaria per a g vol dir que
q — p és certa. Per a demostrar que p és una condici6 suficient per a ¢ hauriem de provar que tot
enter parell és un mualtiple de 6, i aix0 és cert, com es demostra més endavant; per a demostrar que
p és una condici6é necessaria per a ¢, hauriem de provar que tot enter multiple de 6 és parell, i aixo
és fals; contraexemple: 4. Provem que ¢ — p és certa; hem de provar que tot enter multiple de 6 és
parell. Pero si n és un multiple de 6, llavors n es pot escriure com n = 6k, per a algun enter k; és a
dir, n = 2(3k), que és parell. Per tant, p no és una condicio suficient per a ¢, perd si és una condicio
necessaria per a q.

133
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1) Troba una proposicié equivalent a (p V ¢) — r on no hi aparegui cap connectiva diferent de — i —.
Justifica Pequivaléncia (aplicant equivaléncies conegudes o mitjancant taules de veritat).

2) Es necessari acabar en 00 per ser multiple de 50?7 I suficient? Explica clarament qué has de demos-
trar /refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en
aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

Solucié:

1) Tenim que:

(pVa) = r)=(=(=p)Vag) —r) (1)
(((=p) = q) = 1) (2)

(1): per la llei de la doble negacid; (2) perqué (a — b) = ((—a) V b).

2) Siguin p la proposicié ‘acabar en 00’ i g la proposici6 ‘ser multiple de 50’. Que p sigui una condicié
suficient per a ¢ vol dir que la proposicido p — ¢ és certa; que p sigui una condicié necessaria per a ¢
vol dir que ¢ — p és certa. Per a demostrar que p és una condicié suficient per a ¢ hauriem de provar
que tot enter que acabi en 00 és un multiple de 50; per a demostrar que p és una condicié necessaria
per a g, hauriem de provar que tot enter multiple de 50 acaba en 00. La primera afirmaci6 és certa i
la segona és falsa. Per a provar que p — ¢ és certa, suposem que l'enter n acaba en 00; llavors n és
multiple de 100 i, per tant, també és multiple de 50, perqué 100 = 2 - 50. Per a provar que ¢ — p és
falsa, només cal trobar un contraexemple: 50.
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1) Usant els predicats N per ‘ser nombre enter’ i P per ‘ser enter parell’, simbolitza en el llenguatge del
calcul de predicats els enunciats segiients:

a) ‘No tots els nombres enters son parells’
b) ‘Tot nombre enter té dues arrels quadrades diferents’

2) Perque el producte de dos nombres sigui parell, és necessari que algun dels dos nombres sigui parell?
I suficient? Explica clarament qué has de demostrar/refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de

les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica
les respostes.

Solucié:

1) a) ~(Vn(N(n) — P(n))). b) ¥n(N(n) — 3a,b(a> =nAb*> =nAa#b))

2) Siguin n i m nombres enters. Siguin p la proposicio ‘nm és parell’ i « la proposicio ‘n és parell o m
és parell’. Que p sigui una condicié suficient per a « vol dir que la proposicié p — « és certa; que
p sigui una condicid necessaria per a « vol dir que @ — p és certa. Per a demostrar que p és una
condici6 suficient per a «, hauriem de provar que si nm és parell, llavors n és parell o m és parell;
per a demostrar que p és una condici6é necessaria per a «, hauriem de provar que si n és parell o m és
parell, llavors nm és parell. Les dues afirmacions son certes. [Consulteu el problema 1.10.]
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1) Usant els predicats P per ‘ser enter parell’ i S per ‘ser enter senar’, simbolitza en el llenguatge del
calcul de predicats els enunciats segiients:

a) ‘Cap nombre enter és parell i senar alhora’
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b) ‘Hi ha dos nombres enters que son parells’ (és a dir, al menys dos nombres)

2) Perqué el producte de dos nombres sigui senar, és necessari que tots dos nombres siguin senars? I
suficient? Explica clarament qué has de demostrar/refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de
les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica
les respostes.

Solucié:

1) a) =(3In(P(n) A S(n))). b) In,m(P(n) A P(m) An #m)

2) Siguin n i m nombres enters. Siguin p la proposicié ‘nm és senar’ i « la proposicié ‘n és senar i m
és senar’. Que p sigui una condicié suficient per a « vol dir que la proposicido p — « és certa; que
p sigui una condicié necessaria per a a vol dir que « — p és certa. Per a demostrar que p és una
condici6 suficient per a «, hauriem de provar que si nm és senar, llavors n és senar i m és senar; per a
demostrar que p és una condici6é necessaria per a «, hauriem de provar que si n és senar i m és senar,
llavors nm és senar. Les dues afirmacions son certes. [Consulteu el problema 1.10.]
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1) Usant els predicats P per ‘ser enter parell’ i S per ‘ser enter senar’, simbolitza en el llenguatge del
calcul de predicats els enunciats segilients:

a) ‘No hi ha nombres enters parells amb quadrat senar’

b) ‘Hi ha més d’un nombre enter senar’

2) Es necessari que dos nombres siguin iguals perqué 'un més el quadrat de altre coincideixi amb l’altre
més el quadrat de 'un? I suficient? Explica clarament qué has de demostrar/refutar per veure la
suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context, necessari i
qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

Solucié:

1) a) =(3In(P(n) A S(n?))). b) In,m(S(n) A S(m) An #m)

2) Siguin n i m nombres enters. Siguin p la proposicié ‘n = m’ i ¢ la proposicié ‘n? +m = m? +n’. Que
p sigui una condici6 suficient per a ¢ vol dir que la proposicié p — ¢ és certa; que p sigui una condicio
necessaria per a ¢ vol dir que g — p és certa. Per a demostrar que p és una condici6 suficient per a
¢, hauriem de provar que si n = m, llavors n2 + m = m? 4+ n; per a demostrar que p és una condicié
necessaria per a ¢, hauriem de provar que si n2 +m = m? + n, llavors n = m. La primera afirmaci6
és obviament certa. La segona afirmaci6 és falsa i per a provar-ho, posem un contraexemple: n =1 i
m = 0.

Conjunts i aplicacions

137

1) Si A, B i C sén conjunts tals que A — B C A — C, es compleix que C' C B? Justifica la resposta (la
resposta no pot ser un diagrama de Venn).

2) Siguin A i B subconjunts d’un conjunt no buit 27 Si A° x B = A x B¢, es pot afirmar que A = Q7?
Justifica la resposta (la resposta no pot ser un diagrama de Venn). X¢ és el complementari de X en
Q.
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Solucié:

1) No. Posem un contraexemple. A = {1,2,3}, B = {2,4}, C = {2,5}. Llavors A — B = {1,3} C
A — C ={1,3}, perd C no és un subconjunt de B.

2) No. Per exemple A = B = (). [No obstant, si suposem que A i B s6n subconjunts no buits de i que
A° x B = A x B¢ llavors A = B = Q. Provem, per reduccié a I'absurd, que A = . Suposem que
A # Q. Llavors A¢ # (. Per tant, hi ha un element a’ € A° i també un element b € B (per hipotesi).
Per tant, (a’,b) € A° x B. Pero per hipotesi aquest producte cartesia coincideix amb A x B¢. Per
tant, (a’,b) € A x B®. Es a dir, a’ € A°N A. Contradicci6. Per tant A = Q (i, per simetria, B = Q)]
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1) Si A, B i C son conjunts, es compleix que A — (BUC) C (A — B) — C? Justifica la resposta (la
resposta no pot ser un diagrama de Venn).

2) Siguin A, B i C conjunts, A no buit. Si C C AN (A x B), es pot afirmar que C' = (7 Justifica la
resposta.

Solucié:
1) Si. Sigui z € A— (BUC). Llavors:

r€A—-(BUC)=z€ ANz ¢ BUC
=szcAN(x¢ BArx ¢ C)
=>(x€eANx ¢ B)Ax ¢ C
=>r€A—-BAx¢C
=z€(A-B)-C

2) No. Posem un exemple: si B = {b} i A = {(1,b),1}, llavors A x B = {((1,b),b),(1,b)} i, per tant,
AN (Ax B)={(1,b)}. Podem prendre C' = {(1,0)}.
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1) Siguin A i B subconjunts d’un conjunt no buit Q. Si A C B¢ i AUB = (), es pot afirmar que A = B?
Justifica la resposta (la resposta no pot ser un diagrama de Venn). X¢ és el complementari de X en
Q.

2) Siguin A i B conjunts. Es pot afirmar que P(A x B) = P(A) x P(B)? Justifica la resposta. P(X)
representa el conjunt de les parts de X.
Solucié:

1) Si. Nomeés hem de demostrar que B¢ C A. Sigui « € B¢. Llavors ¢ ¢ B i com que Q = AU B, deduim
que r € A.

2) No. Posem un exemple: si A = {a} i B = 0, lavors A x B = 0, P(A) = {0, A}, P(B) = {0},
P(A x B) =P(0) = {0}, P(A) x P(B) = {(0,0), (A, 0)}.

140
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1) Siguin A, B i C subconjunts d’un conjunt no buit 2. Si A 2 (BNC)¢, es pot afirmar que A — B = ()7
Justifica la resposta (la resposta no pot ser un diagrama de Venn). X¢ és el complementari de X en
Q.

2) Es transitiva la relacio ¢? Justifica la resposta.

Solucié:

1) No. Posem un exemple: si Q = {1,2,3,4}, A ={1,2,4}, B ={2,3}, C = {3,4}, llavors BNC = {3},
(BNC) ={1,2,4} = A, A— B = {1,4).

2) No. Per exemple, A = {1,2}, B ={1,3}. Llavors AZ Bi B A, perd no és cert que A € A.
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1) Siguin A, B i C subconjunts d’un conjunt no buit 2. Es pot afirmar que (AUB)°NC = B°N(C—A)?
Justifica la resposta (la resposta no pot ser un diagrama de Venn). X¢ és el complementari de X en
Q.

2) En el conjunt N dels nombres naturals definim la relacié6 R de la manera segiient: m Rn si, i només
si, |/m —n| < 4. Es R transitiva? Justifica la resposta.

Solucié:

1) Si. Sigui z € Q. Tenim:

re(AUB)NCex¢d AUBANzeC
S(x¢gANx ¢ BNz el
sr¢BArzeCAhx¢ A
SzxeBANzeCAhax ¢ A
SaxeBN(C—-A)

2) No. Per exemple, 1R4 i 4R8, pero 1 no esta relacionat amb 8.
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1) Si A, B i C son conjunts, és veritat que A— (B —C) = (A— B) — C? Justifica la resposta (la resposta
no pot ser un diagrama de Venn).

2) Si Ai B son conjunts, es pot afirmar que P(P(A) x B) = P(A x P(B))? Justifica la resposta. P(X)
representa el conjunt de les parts de X.

Solucié:

1) No. Posem un exemple: A ={1,2,3,4}, B =1{1,2,3,5}, C = {1,3,4}. Llavors tenim que: B — C =
{2,5}, A—(B—-C)={1,3,4}, A—-B={4},(A—B)-C =0.

2) No. Per exemple, si A = 0, B = {1}, llavors P(A4) = {0}, P(B) = {0, B}, P(A) x B = {(0,1)},
A x P(B) = 0 i, com que aquests tltims dos conjunts no sén iguals, els conjunts de les seves parts
tampoc ho soén.
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143 Siguin A i B subconjunts d’un conjunt no buit Q. Si (ANB°)U(A°NB) = AUB, es pot afirmar que
AN B = (? Justifica la resposta (la resposta no pot ser un diagrama de Venn). X¢ és el complementari
de X en €.

Solucié:  Si. Ho demostrem per reduccié a I'absurd. Suposem que AN B # (. Llavors existeix un
element © € AN B i, per tant, x € AU B. Per hipotesi, z € (AN B°)U (A°N B). Ara z € AN B¢,
ipertant x ¢ B, ox € A°N B, i per tant ¢ A. En qualsevol cas arribem a una contradicci6. En
conseqiiéncia, AN B = (.

Induccié

144 Sigui f : N — N Daplicaci6 f(z) = 22 + 1. Demostreu que per a tot n > 1 es compleix f (x) =
2"z 42" —1,0n f(" = fo--.of (composicio de f amb ella mateixa n vegades; f() = f).

Solucié:

Cas inicial: n = 1.

fO@) =fx)=20+1=2"+2" —1

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que f(™(z) = 2"z + 2" — 1 (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:

fOHD () = 2ntly 4 ontl g
Tenim:

FO (@) = £ (@)
frx+2"—1) per hipotesi d’induccio
( n

2
2

22"z +2"—-1)+1
ontly pontl 941
2

n+1x + 2n+1 _ 1

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 1.

145 Proveu que per a tot n > 3 es compleix:

1 n 1 n 1 T 1 < 3
n+1 n+2 n+3 2n = 5
Solucié:
Cas inicial: n = 3.
11,1373
475 6 60 5
Pas d’inducci6é: Fixem un enter n > 3 i suposem que Zi’;nﬂ + > 3/5 (hipotesi d’inducci6). Volem
demostrar:
2n—+42

1 3
2 573

k=n+42
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1 1
* (2n +1 2n+ 2) per hipotesi d’inducci6

1 (&1 R 1
k- Lk 2n+1 2n4+2 n+l

3

5

3

Aquesta ultima desigualtat és certa perqué 'expressio entre paréntesi és positiva.
Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 3.

146  Sigui f : Q — Q l'aplicacié f(z) = § + 1. Demostreu que per a tot n > 1 es compleix f)(z) =
5w — 2%1 +2,0n f(™ = fo-...o0f (composicio de f amb ella mateixa n vegades; f() = f).
Solucié:

Cas inicial: n = 1.

T x 1

D)o _z _r 1
@) = fla) = 5 41= 5 - o
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que f("(z) = & — L + 2 (hipotesi d’induccio).
Volem demostrar:
)y = &L
f (l’) - gn+1 n +2

Tenim:

FO (@) = £(
f

f
T 1 VT .
2%~ 3T +2 per hipotesi d’induccid

1/ =z 1
=-(=- 2) +1

2<2n 2n71+ >+

T 1

on+1 27n+2

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

147 Proveu que per a tot n > 2 es compleix:

|
D gV

k=1

Solucié:

Cas inicial: n = 2.
L1
Vi V2o
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 i suposem que S p_, 1/vk > /n (hipotesi d’induccio). Volem
demostrar:

1.7...>V2=14...

n+1

1
E — >vn+1
k:l‘/E
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Tenim:

3
£

+

n+
1
n—+1

ik
-
<
]H

d

per hipotesi d’induccid

Ara hem de demostrar que /n + \/an_l > /n+ 1. Perdo aquesta desigualtat és equivalent a

Vnyvn+1 > n (multiplicant els dos termes per v/n + 1, que és positiu, i després restant 1). Ara
Vivn+1=+vnZ+n>vVn2=n.

Per tant, pel principi d’induccid, la propietat és certa per a tot n > 2.

148 Proveu que per a tot n > 2 es compleix:

4 (2n)!
n+1 ~ (n!)?

Solucié:

Cas inicial: n = 2.

42 16 4) 24

- =< I
2+1 3 (@22 14
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 i suposem que 73‘—:1 < Ei?)); (hipotesi d’induccid). Volem demos-
trar:

4 (24 2)!
ni2 S (D2

D’una banda tenim:
gntl 4" 4(n+1) - (2n)! 4(n+1)
n+2 n+l (n+2) " (n)?2 (n+2)

per hipotesi d’induccié. D’altra banda tenim:
2n+2)!  (20)! 2n+2)2n+1) _ (20)! 2(2n+ 1)
(n+1NH2 ()2 (m+Dn+1) (0?2 n+1
Per tant, és suficient demostrar que:
(2n)! 4(n+1)  (2n)! 2(2n+1)
mh2  (n+2) (n)2  n4+1

Aquesta desigualtat és equivalent a 2n? +4n+2 < 2n2+5n+2, que és certa (primer simplifiquem el
quocient de factorials als dos membres i després multipliquem els dos membres per (n+1)(n + 2)).

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 2.

149 Proveu que per a tot n > 3 es compleix:

n

1 n
Z2’@—1<§

k=1

Solucié:
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Cas inicial: n = 3.

S SR
37 21 2
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 3 i suposem que Y p_; 5z-5 < % (hipotesi d’induccié). Volem
demostrar:
"Z*:l 1 _n+l
2k — 1 2
k=1
Tenim:
n+1 n
1 1 1 n 1 n 1 n+1
= <zt < -F=-=
;2’“71 ;2’“71—’—2”*171 2+2”+171 2+2 2

Hem aplicat la hipotesi d’inducci6 a la primera desigualtat; i si n > 3, llavors 1/(2"1 —1) < 1/15 <
1/2.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 3.

150 Proveu que per a tot n > 2 es compleix:

1 2 3 n-1_, 1
ST TR TR R
Solucié:

Cas inicial: n = 2.

RN
Pas d’induccié: Fixem un enter n > 2 i suposem que »_,_, % =1— 4 (hipotesi d’inducci6). Volem
demostrar:
ntl g L 1
= k! (n+1)!
Tenim:
n+1k—1:"k—1+ n _ _l_‘_L
= k! = Kk (n+1)! n!  (n+1)!
la segona igualtat, per hipotesi d’inducci6. Ara tenim:
1 n n+1 n 1
Lt e T (nj——l)! T T D)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 3.

Aritmética

151 Calculeu el maxim comu divisor i els enters de la identitat de Bézout.

d = mcd(a,b) = ax + by
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a b d x y
2453 12932 | 1 | 1365 | —1142
4889 | 2544 | 1 473 —-909
4014 | 4155 | 3 442 —427
4097 | 4315 | 1 | —1247 | 1184
4861 | 3169 | 1 | —339 520
3920 | 4361 | 49 | —10 9
2991 | 3136 | 1 | 1103 | —1052

2.5. Examen parcial 26/04/2012

152

1) Definiu el concepte de complementari d’un conjunt respecte d’un conjunt Q. Proveu lequivaléncia
segiient:

ACB < B°CA°

on A i B son subconjunts de 2 i X€¢ denota el complementari de X respecte de . Justifiqueu tots
els passos.

2) Definiu el concepte d’imatge d’un subconjunt per una aplicacié. Siguin A, B conjuntsi f: A — B una
aplicacio. Proveu, justificant tots els passos, que si A} C A, Ay C A, llavors f[A1NAs] C f[A1]Nf[A2].

Solucié:

1) Es defineix el complementari de A respecte de Q com A° = {z € Q:z ¢ A}. Tenim:

ACB < Vz(zr€e A—z € B)
< Vz(zr ¢ B—ax ¢ A) (1)
<= Vz(z € B¢ — A°)
< B°C A°

(1): hem aplicat que les proposicions p — ¢ i (—q) — (—p) son equivalents.

2) Siguin A, B conjuntsi f : A — B una aplicaci6. Si A; C A, llavors es defineix f[A;] com el subconjunt
de B format per totes les imatges dels elements de A;. Es a dir: f[41] = {f(a) :a € A1} C B. Tenim:

be flJA1NA] = FJala € AN Ax A f(a) =D)
= Jda(a € Ay Na € Ay ANb = f(a))
= Jda(a € Ay ANb= f(a)) ANJa(a € Aa ANb = f(a))
= be fl[A]Abe flA]
= b€ fl[Ai] N f[A)]

153 Siguin z, y dos nombres reals positius. La mitjana aritmética de z i y es defineix com (z +y)/2 i
la mitjana geométrica de = i y com /Ty.
1) Demostreu que si x < y, llavors z < % <ylz < Jry <y.

2) Suposem que m representa la mitjana aritmética o geomeétrica dels nombres reals positius x, y. Proveu
que si m =2 o m =y, llavors x = y.

3) Proveu que si z # y, llavors la mitjana geométrica és menor que la mitjana aritmeética.
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Solucié:

1) Suposem que 0 < x < y. Llavors tenim:

x<y:>2x:x+x<x+y<y+y=2y:>m<%w<y

O<z<y=al=r-z<z-y<y-y=y’=z<Jay<y (1)

(1): hem aplicat que tant & com y son positius i que 'arrel quadrada és una funci6 estrictament
creixent.

2) Suposem que m = (z+y)/2 = . Llavors 2z = z +y, d’on = y. Analogament sim = (z+y)/2 =1y.
Suposem ara que m = /Ty = x. Llavors 2 = xy i, per tant, * = y (ja que z > 0). Analogament si
m= /Ty =y.

3) Demostrem la forma contra-reciproca; és a dir, si \/zy > (z +y)/2, llavors 2 = y. Suposem que
VZy > (x+y)/2. Llavors, com que es tracta de nombres positius, elevant al quadrat els dos membres
obtenim zy > (z + y)2/4. Es a dir, 4zy > 22 + 2zy + y2. D’aqui se segueix que: 22 — 2zy + 3% =
(r —y)? <01, com que un quadrant sempre és positiu o zero, deduim que (z — y)? = 0; és a dir,
T =y.

154 Siguin A i B conjunts no buits i f : A — B una aplicacié de A en B. Definim, en A, la relacio
segiient: 2Rz’ — f(z) = f(a').

1) Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia.

2) Considerem l’aplicacié f : R — R definida per f(z) = |z]| (part entera). Descriviu les classes
d’equivaléncia i el conjunt quocient R/R en aquest cas. Establiu una aplicacié bijectiva entre R/R i
7.

Solucié:

1) Reflexiva: per a tot x € A, xRz, ja que f(x) = f(x). Simétrica: si zRa’, llavors f(z) = f(2') i, per
tant, 2’ Rx. Transitiva: si xRz’ i 2/ Ra"”, llavors f(x) = f(2’) = f(2”), d’on xRx".

2) A cada classe d’equivaléncia tots els elements tenen la mateixa imatge per la funcié part entera, i
aquesta imatge és un nombre enter (comi per a tots els elements de la classe). La funcié part entera
pren tots els valors enters i només aquests. Per tant, cada nombre enter £ determina una tnica classe
d’equivaléncia; si x € R i |x] = k, llavors:

aln = {2/ € R: o] = |2} = [k, k + 1)

(interval tancat per I'esquerra, obert per la dreta). Es a dir, hi ha una classe per a cada nombre enter
k formada pels nombres reals que tenen part entera igual a k.

Podem definir doncs Paplicaci6é g : R/R — Z

Dir d’una altra manera, si la classe [z]g és Uinterval [k, k + 1), amb k € Z, llavors g([z]g) = k. Per
les consideracions que hem fet abans, esta clar que aquesta aplicacié és una bijeccio.

2.6. Examen final 07/06/2012

155
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1) Enuncieu el lema de Gauss i demostreu-lo justificant tots els passos.

2) Definiu el concepte de composicié d’aplicacions. Proveu quesi f: A — Big: B — C son aplicacions
injectives, llavors la composicié de f i g és una aplicaci6 injectiva.

156

1) Demostra que en Z,, no és cert, en general, que de 'afirmaci6é a> = b~ se segueixi que a @ = b o
a= —b.

-2 — —
2) Demostreu que si m és un nombre primer i @2 = b a Z,,, llavors @ = b o @ = —b. Justifiqueu tots els

passos.

Solucié:

1) Nomeés ens cal trobar un contraexemple; és a dir, un nombre enter m i dues classes @, b € Z,, tals que

-2 — —

a2 =0b,peroa#bia# —b. Com que a I'apartat segiient es demana demostrar que la propietat
és certa si m és un nombre primer, busquem un contraexemple amb m no primer. Per exemple, si
prenem m =4, a=21b=0, tenim que§2 —0°=0. Pero 2 # 0 = —0.

2) Sigui m un nombre primer i a,b € Z tals que a* = 5. Llavors @ — b° = (@—b)(@+b) = 0; com que

Zyy, és un cos (perqué m és primer), deduim que a= bo a= —b. També ho podem deduir utilitzant
el llenguatge de congruéncies com segueix: si (@ — b)(a + b) = 0, llavors tenim que p | (a —b)(a + b) i

pel lema de Gauss deduim que p | (a — b), i per tant @ = b, o bé p | (a +b), i per tant @ = —b.

157 Sigui A un conjunt no buit i f,g: A — A dues aplicacions de A en A tals que go f = fog.

1) Demostreu que per a tot n > 1 es compleix que f™og = go f™. Justifiqueu tots els passos.

2) Demostreu que per a tot n > 1 es compleix que (go )™ = g" o f™. Justifiqueu tots els passos.

Nota: si h és una aplicacié de A en A, es defineix h' = h, i A" = hoh”, sin > 1.

Indicacio: en els dos apartats podeu usar induccio. A I'apartat 2 es fa servir 'apartat 1.
Solucié:

1) Ho demostrem per induccié. Cas inicial: n = 1. El que s’ha de demostrar, f o g = go f, és cert, per
hipotesi. Pas d’induccio: fixem un enter n > 1 i suposem que ™ o g = go f™. Llavors:

fog=(fof")oyg (1)
=fo(f"og) (2)
=fo(gof") (3)
=(fog)of" (2)
=(gof)of" (4)
=go(fof") (2)
=gofrt! (1)

(1): per definicio de fm*1; (2): per la propietat associativa de la composicié; (3): per hipotesi
d’induccio; (4): per hipotesi del problema.

Per tant, la propietat és certa per a tot n > 1.
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2) Ho demostrem per induccié. Cas inicial: n = 1: (go f)! = go f = g' o f!. Pas d’induccié: fixem un
enter n > 1 i suposem que (g o f)™ = ¢g" o f™. Llavors:

(go /)"t =(gof)"o(gof) (1)
=(g"of")o(gof) (2)
=g"o(ffog)of (3)
=g"o(gof)of (4)
=(9"og)o(f"of) (3)
=g" o ! (5)

1): per definicio de (g o f)**1; (2): per hipotesi d’induccid; (3): per la propietat associativa de la
p g ; p p ; p prop
composicio; (4): per 'apartat 1; (5) per definicié de g"*! i de fmt1.

Per tant, la propietat és certa per a tot n > 1.

158

1) Sigui X un conjunt no buit i siguin R i S relacions d’equivaléncia definides sobre X. Demostreu que
la relacié T definida per:

Ty < xRy A xSy
és una relacié d’equivaléncia sobre X.

2) Sigui X = {n € N:1 < n < 10}. Construiu dues relacions d’equivaléncia R i S sobre X diferents. Es
la segiient relacié U definida sobre X:

xUy < zRyV xSy

una relacié d’equivaléncia?

Solucié:

1) o T és reflexiva: sigui x € A; com que R i S son reflexives, tenim que zRx i zSx. Per tant, xTx.

e T és simétrica: siguin x,y € A i suposem que xTy. Llavors, xRy i «Sy. Com que R i S sén
simétriques, tenim que yRz i ySx. Per tant, yTx.

e T és transitiva: siguin x,y,z € A i suposem que xT'y i yT'z. Llavors tenim que xRy, Sy, yRz i
yTz. Com que R i .S son transitives, deduim que zRz i xSz.

2) Hi ha diverses respostes possibles i per a algunes U sera d’equivaléncia i per d’altres no.

e Sigui R la relaci6 d’igualtat: *Ry <= =z = y, que Obviament és una relacié d’equivaléncia.
Sigui S la relaci6 total (és a dir, dos elements qualssevol estan relacionats). Llavors la relacio U
coincideix amb la relaci6é S i, per tant, és d’equivaléncia.

e Sigui R la relacio: xRy <= x =y (mod 2) (z,y tenen la mateixa paritat). Ja sabem que
R és una relacié d’equivaléncia. Sigui S la relacié6 donada per la partici6 de X: {A, B}, on
A=1{1,2,3,4,5}, B ={6,7,8,9,10} (dos elements estan relacionats si estan al mateix conjunt
d’aquesta partici6). Llavors la relaci6 U es descriu aixi: Uy si, i només si, x i y tenen la mateixa
paritat o x,y € A o z,y € B. Llavors U no és una relaci6 transitiva. Per exemple, 2U6 i 6U9,
perd el 2 i el 9 no estan relacionats per U.
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3.1. Examens de taller 2012-2013 Q1

Raonament

159

1) Demostra que una condici6 suficient perqué la suma de dos nombres sigui parell és que els dos nombres
siguin parells. Es aquesta una condicié necessaria? Explica clarament qué has de demostrar/refutar
per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context,
necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

2) Formalitza ‘x és multiple de 17’ mitjancant una férmula del calcul de predicats amb una tnica variable
lliure: x. Els tinics predicats atomics valids son les predicacions d’igualtat (una cosa igual a una altra).
Formalitza: ‘hi ha dos i només dos nombres enters que sén multiples de 17: el 17 i el 34’.

160

1) Demostra que una condicié necessaria perqué la suma de dos nombres sigui senar és que els nombres
en qilestié tinguin paritats diferents. Es aquesta una condici6 suficient? Explica clarament qué has
de demostrar/refutar per veure la suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol
dir, en aquest context, necessari i qué vol dir suficient) i justifica les respostes.

2) Formalitza ‘el nombre enter x és un quadrat perfecte’ mitjancant una formula del calcul de predicats
amb una tunica variable lliure: x. Els tnics predicats atomics valids son les predicacions d’igualtat
(una cosa igual a una altra). Formalitza: ‘hi ha exactament un nombre enter que és un quadrat
perfecte’.

161

1) Dona una condici6 necessaria perd no suficient perqué un nombre sigui parell. Justifica la resposta.
Cal deixar clar, en cada cas, qué és el s’intenta provar o refutar.

2) Formalitza: ‘les equacions del tipus 2°+y% = 2% no admeten cap solucié6 amb z, y, z enters’ mitjancant
una formula del calcul de predicats sense variables lliures. Els tinics predicats atomics valids sén les
predicacions d’igualtat (una cosa igual a una altra).

162

69
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1) Dona una condici6 suficient perd no necessaria perqué un nombre sigui senar. Justifica la resposta.
Cal deixar clar, en cada cas, qué és el s’intenta provar o refutar.

2) Formalitza ‘el nombre enter x és producte de dos nombres senars consecutius’ mitjancant una férmula
del calcul de predicats amb una tnica variable lliure: x. Els tnics predicats atomics valids son les
predicacions d’igualtat (una cosa igual a una altra).

163

1) Es necessari que un nombre acabi en 7 per ser miultiple de 77 I suficient? Justifica la resposta. Cal
deixar clar, en cada cas, qué és el s’intenta provar o refutar.

2) Formalitza ‘el nombre enter x és un quadrat perfecte’ mitjancant una formula del calcul de predicats
amb una Gnica variable lliure: . Els tnics predicats atomics valids son les predicacions d’igualtat (una
cosa igual a una altra). Formalitza: ‘hi ha nombres enters que son suma de dos quadrats perfectes’.

164

1) Demostra que una condici6é necessaria perqué un nombre sigui multiple de 20 és que acabi en zero.
Es aquesta una condici6 suficient? Explica clarament qué has de demostrar/refutar per veure la
suficiéncia i la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context, necessari i
que vol dir suficient) i justifica les respostes.

2) Formalitza ‘el nombre z és irracional’ mitjangant una formula del calcul de predicats amb una tnica
variable lliure: z. Els tnics predicats atomics valids son les predicacions d’igualtat (una cosa igual a
una altra). Formalitza: ‘no hi ha nombres irracionals’.

165

1) Demostra que una condici6 suficient perqué un nombre sigui multiple de 5 és que aquest nombre
estigui escrit exclusivament amb els digits ‘0’ i ‘5’ (les vegades que calgui cada un d’ells). Es aquesta
una condicié necessaria? Explica clarament qué has de demostrar/refutar per veure la suficiéncia i
la necessitat de les condicions (que quedi clar qué vol dir, en aquest context, necessari i qué vol dir
suficient) i justifica les respostes.

2) Formalitza: ‘el producte de dos nombres que son poténcia de 2 és, també, poténcia de 2’ mitjangant
una férmula del calcul de predicats sense variables lliures. Els tnics predicats atomics valids sén les
predicacions d’igualtat (una cosa igual a una altra).

166

1) Dona una condicié necessaria perd no suficient perqué un nombre sigui miultiple de 10. Justifica la
resposta. Cal deixar clar, en cada cas, qué és el s’intenta provar o refutar.

2) Formalitza ‘el nombre enter x és un quadrat perfecte’ mitjancant una férmula del calcul de predicats
amb una unica variable lliure: x. Els tnics predicats atomics valids sén les predicacions d’igualtat
(una cosa igual a una altra). Formalitza: ‘hi ha dos nombres enters tals que cap d’ells és un quadrat
perfecte pero, en canvi, el seu producte si que ho és’.

167

1) Dona una condicié suficient perd no necessaria perqué un nombre sigui multiple de 11. Justifica la
resposta. Cal deixar clar, en cada cas, qué és el s’intenta provar o refutar.
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2) Formalitza ‘el producte de dos nombres senars no pot ser multiple de 4, perd si que pot ser multiple
de 5’ mitjangant una férmula del calcul de predicats sense variables lliures. Els tnics predicats atomics
valids son les predicacions d’igualtat (una cosa igual a una altra).

Conjunts i aplicacions

168 Considerem les aplicacions f: N — N i g: N — N definides per:
fn)=2", g(n)=n?

Calculeu g o f i proveu que la composici6 és injectiva.

169 Considerem les aplicacions f : N — N i g : N — N definides per:

n

Jm) =241, gm) =%

Calculeu g o f i proveu que la composici6 és injectiva.

170 Considerem les aplicacions f : N — N1i g: N — N definides per:

fm)=3n. gtn)= |5

Calculeu g o f i proveu que la composici6 és exhaustiva.

171 Considerem les aplicacions f : N — N i g : N — N definides per:
f(n)=n?g(n)=2"

Calculeu g o f i proveu que la composicio és injectiva.

172  Considerem les aplicacions f : N — N i g : N — N definides per:

F(n) = 2271 g(n) = n, s? n és senar
n/2, sin és parell

Calculeu g o f i proveu que la composicio és injectiva.

173 Considerem les aplicacions f : N — N i g : N — N definides per:

Fn) = 32", g(n) = {n, si n és senar

n/2, sin és parell

Calculeu g o f i proveu que la composicio és injectiva.

174 Considerem les aplicacions f : N — N i g : N — N definides per:
fln) =224 g(n) = | 2]

Calculeu g o f i proveu que la composicié és injectiva.

175 Considerem les aplicacions f: N — N i g : N — N definides per:

F(n) = {2n, si n és senar g(n) = {EJ

2n+1, sin és parell’ 2
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Calculeu g o f i proveu que la composicio és injectiva.

176  Considerem les aplicacions f: N — N i g : N — N definides per:
n

fm) =2, g(n)= |3

Calculeu g o f i proveu que la composicio és injectiva.

|1

Aritmética

177 Calculeu el maxim comu divisor i els enters de la identitat de Bézout.

d = med(a,b) = ax + by

a b |d x Y
7951238 2| —29 97
958 | 203 | 1| —57| 269
953 | 535 | 1 32| —57
750 | 454 | 2| —23 38
527 1334 | 1 45| —71
874 | 723 | 1| —158 | 191
979 | 454 | 1| =211 | 455
987 | 736 | 1| —173 | 232
887 | 696 | 1 215 | —274

3.2. Examen parcial 15/11/2012

178

1) Definiu el concepte de complementari d’un conjunt respecte d'un conjunt 2. Enuncieu les lleis de de
Morgan per a conjunts i demostreu-ne una d’elles. Justifiqueu tots els passos.

2) Expliqueu en qué consisteix la técnica de demostracio per reduccié a I’absurd. Demostreu que v/2 no
és un nombre racional.

Solucié:

1) Si A C Q, llavors el complementari de A respecte de €2, denotat per A¢, és el conjunt format pels
elements de 2 que no pertanyen a A. Es a dir:

A={zeQ:x ¢ A}
Les lleis de De Morgan per a conjunts son:
(AUB)¢ = A°N B¢, (AN B)° = A°U B¢,
on A, B C (). Provem la primera: sigui z € ; llavors:
r€(AUB) <= ¢ AUB
—(x € AUB)
—(r € AVz € B) (1)
x¢ ANz ¢ B
xr € A°Nx € B¢
x € A°N B°

1reny
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(1): per la corresponent llei de De Morgan del calcul proposicional. Provem la segona: sigui z € Q;
llavors:

z e (AN B)° r¢ ANB

-(x € AN B)

—(x € ANz € B) (2)
x¢ AVe ¢ B

x e AV e B

x € AU B¢

rreeey

(2): per la corresponent llei de De Morgan del calcul proposicional.

2) El métode de demostracio per reduccié a I’absurd és un métode de demostracio indirecte que consisteix
en demostrar una proposicié provant que la seva negacié porta a contradiccid; és a dir, a partir de la
seva negacio arribem a provar que una proposicié r i la seva negacié —r son certes a la vegada. Pel
principi de la no contradiccié, una proposicié i la seva negacidé no poden ser certes al mateix temps.

Provem que v/2 ¢ Q. Suposem que v/2 € Q. Posem /2 = %, amb a i b enters i b # 0. Suposem, a
més, que la fraccio és irreductible; és a dir, med(a,b) = 1 (a i b no tenen factors en coma). Ara tenim:

2
ﬂ:%i%:zéﬁzzﬁ:’a?pamﬂ

Pero si a? és parell, llavors a és parell (prova: demostrem la forma contrarreciproca: si a és senar,
llavors a? és senar. Si a = 2k + 1, llavors a? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1, que és
senar.) Per tant, podem escriure a = 2m i per tant a® = 4m?. Ara:

a? = 4m? = 2b® = bv? = 2m? = b2 parell

Per tant, igual que abans, deduim que b és parell. Ara tenim per un costat que la fraccié a/b és
irreductible i per D'altre que a i b so6n parells. Contradiccio.

Per tant, v/2 és un nombre irracional.

179

1) Proveu que les proposicions p — (¢ — r) i (p A ¢) — 7 sén equivalents.

2) Sigui  un conjunt i A, B,C' C Q. Proveu que (A°U(B°NC))*=(ANB)U((A—-C).
3) Determineu si les proposicions segilients son certes o falses i justifiqueu les respostes:

a) Ve eZ3IyeZ(xy=0); b) Jye€ZVx € Z(zy =x).

Solucié:

1) Dues proposicions son equivalents si, prenguin el valor de veritat que prenguin les lletres proposicionals
de que consten, les dues proposicions sempre tenen el mateix valor de veritat. Per tant, fem la taula de
veritat d’aquestes proposicions i comprovem que les columnes corresponents (la 5 i la 7) coincideixen.

p g rlg=r|p=>@—=r)|pAg|pAg) =
0 0 0] 1 1 0 1
00 1 1 1 0 1
01 0] o0 1 0 1
01 1 1 1 0 1
1 0 0] 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0] o 0 1 0
11 1 1 1 1 1
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Una altra solucio: tenint en compte 'equivaléncia a — b = (—a) V b, la llei de de Morgan —(a A b) =
(—a) V (—b) i associativitat de la disjuncio, obtenim:

(=p) V(g —=r)=(-p)V((—g)Vr)
((=p) V (= ))W

(=(pAq)V
(

=(pAp)—r

p— (g —7) =

2) Una solucid, sense utilitzar elements:

(AU (B°NC))=A“N(B°NC)°
=AN(B“UC®)
=AN(BUCY
=(ANB)U(ANC
=(ANB)UA-C)

—~ o~~~
[N}

R
D = —

(1): llei de de Morgan; (2): llei de de Morgan i la propietat del doble complementari, A = A; (3):
propietat del doble complementari, B = B; (4): propietat distributiva de l'intersecci6 respecte de la
unio.

Una altra solucié: prenem un element arbitrari x € 2. Llavors tenim:

E(A°U(B°NQC)) < z¢ A°U(B°NC) (1)
< -(x e A°U(B°NC))
< —(z¢ AvzeB°NC) (1), (2)
<= ze€ANz ¢ B°NC (3)
<— z€AN-(x€B°NC)
— z€AN-(x¢ Brz () (1), (2)
<— z€AN(zeBVz¢l) (3)
<— (r€ANzeB)V(xecArx¢ () (4)
< x€ANBVzecA-C (2), (5)
— z€(ANB)UA-0C) 4)

(1): per definicié6 de complementari; (2): definici6 d’interseccio; (3): per la llei de De Morgan del
calcul de proposicions; (4): propietat distributiva de la interseccioé respecte de la unio; (5) definicio de
diferéncia de conjunts.

Per tant, tenim la propietat que voliem demostrar.

3) Les dues propietats son certes. La primera diu que donat un enter x qualsevol, podem trobar un enter
y tal que xy = 0. Efectivament, y = 0: donat x, llavors = - 0 = 0. La segona propietat diu que hi
ha un enter y que compleix zy = x, per a qualsevol enter z. Efectivament, y = 1: -1 = z, per a
qualsevol enter x.

180 Considerem la relacié R definida al conjunt de punts del pla P = R? com segueix:
(v,y)R(z',y) <= z=12'
1) Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia.

2) Calculeu la classe d’equivaléncia d’un punt (a,b) € P i descriviu-la geométricament.

3) Descriviu el conjunt quocient P/R.

Solucié:
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1) Hem de provar que R és una relacio reflexiva, simétrica i transitiva.

Reflexiva: sigui (z,y) € P. Llavors x = z. Per tant, (z,y)R(z,y).

Simétrica: siguin (x,y), (¢/,y") € P. Llavors tenim:
(v, )Rz, ¢ )= rv=2"=2" =2= (2/,y)R(z,y)
Transitiva: siguin (z,y), (2',y'), (¢”,y”) € P. Llavors tenim:
(v, )R,y )N (2 YR,y )= =2"Na' =2" =2 =2"= (2, ¢ )R(",y")
2) Sigui (a,b) € P. La seva classe d’equivaléncia esta formada pels punts (z,y) del pla tals que = = a:
[(a,0)] ={(z,y) € P: (z,y)R(a,b)} = {(z,y) € P: 2 = a}
és a dir, la classe d’equivaléncia del punt (a,b) és la recta vertical d’equaci6 = = a.

3) El conjunt quocient P/R és, per definicid, el conjunt de les classes d’equivaléncia:
P/R ={[(a,b)] : (a,b) € P}

és adir, el conjunt quocient és el conjunt que té per elements les rectes verticals del pla.

3.3. Examen final 14/01/2013

181

1) Siguin A, B conjunts i f : A — B una aplicaci6. Definiu el concepte de imatge d’un subconjunt de A
per f. Proveu que si Ay, A2 C A, aleshores f[A; U As] = f[A1] U f[A2].

2) Sigui m > 2 un enter. Definiu el concepte de classe invertible de Z,,. Proveu que si mecd(a,m) = 1,
llavors la classe a € Z,, és invertible.

182 Demostreu per inducci6 que 1+ 2371 4+ 237"+ = () (mod 7), per a tot nombre natural n > 1.

Solucié:

1) Cas inicial: n = 1. Tenim: 1+ 2371 +23+1 =1 422 424 =21 =0 (mod 7).

2) Pas d’induccié: fixem un enter m > 1 i suposem que 1 + 23m~1 4 23m+1 = (0 (mod 7) (hipotesi
d’inducci6). Hem de provar que 1 + 23(m+10)=1 4 93(m+D+1 = ( (mod 7). Tenim:

1 4 23(m+1)71 4 23(m+1)+1 — 1 + 23m+2 4 23m+4
— 1 + 23 . 23m—1 + 23 A 23m+1
=1423m71 423+ (mod 7), jaque 22 =8=1
=0 (mod7), per H.I.

183
1) Siguin a,b € Z. Proveu que si 15 | ab, llavors 5| a 0 5 | b.
2) Siguin p, g, r lletres proposicionals. Proveu que la proposicio:

(P=N(p—q)—(r—2q)

és una tautologia.
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Solucié:

1) Siguin a,b € Z. Sabem que 5 | 15 i, per hipotesi, 15 | ab; a més, la relacio de divisibilitat és transitiva.
Per tant, 5 | ab. Com que 5 és un nombre primer, podem aplicar el lema d’Euclides: si 5 | ab, llavors
5|aob]|b.

2) Siguin p, g, r lletres proposicionals. Que la proposicié t = ((p — ¢) A (—p — ¢)) — (r — q) sigui una
tautologia vol dir que és certa sempre; és a dir, per a qualsevol valor de veritat que prenguin p, q i r.
Podem fer, doncs, la taula de veritat i comprovar que la columna corresponent té sempre el valor 1
(cert).

plalrlp—=q|lp=q|l=>N(p=q) |r—qlt
0/0|0 1 0 0 1 1
0]0]1 1 0 0 0 1
0(1]0 1 1 1 1 1
0j1]1 1 1 1 1 1
1100 0 1 0 1 1
1101 0 1 0 0 1
11110 1 1 1 1 1
1111 1 1 1 1 1
Una altra solucié: tenim les equivaléncies segiients:

P=aN(p—=a) =PV A(pVa) (1)

=(-pAp) Vg (2)

=0Vgq 3)

=q (4)

(1): hem usat que a — b = —a V b; (2): per la propietat distributiva de la disjuncié respecte de la
conjuncio; (3): pel principi de no contradiccio: —p A p és una contradicci6 (és a dir, sempre falsa); (4):
0 denota una proposici6 falsa.

Finalment, tenim:

(p=aN(p—=q)—=(r—=qg=q—(r—q) (1)
=-qV(-rVg) (2)
=(-qVgqV-r (3)
=1V-r (4)
=1

(1): pel que acabem de veure més a dalt; (2): propietats commutativa i associativa de la disjuncio;
(3): pel principi del terg exclos =g V ¢ és una tautologia; (4): 1 denota una tautologia.

184 Considerem l'aplicacié f : Z x Z — Z definida per f(x,y) = 52z + 21y.

1) Comproveu que mcd(52,21) = 1 i escriviu la corresponent identitat de Bézout. Justifiqueu tots els
passos.

2) Proveu que f és exhaustiva. (Pista: podeu feu servir apartat anterior.)

Solucié:

1) Apliquem l'algorisme d’Euclides estés:

X1 0 1 -2
Y 0 1 -2 5
Q 2 2 10
R |52 21 10 1

10 1 0




Examens resolts de Fonaments Matematics 77

on la fila @ conté els quocients de les divisions; la fila R conté els residus; i les entrades de la fila X
es calculen aplicant la recurréncia: zx11 = 2x—1 — gk (i analogament per la fila V).

Per tant, med(52,21) = 1 i l'identitat de Bézout és:

52-(=2)+21-5=1

2) Hem de provar que per a tot enter n, existeixen enters x,y tals que f(z,y) = n. Es a dir, per a tot
n € 7, existeixen x,y € Z tals que 52z + 21y = n.

Pero per l'apartat anterior, sabem que 52 - (—2) + 21 -5 = 1. Si multipliquem aquesta igualtat per n,
obtenim:

52-(—2n)+21-(5n)=n

Per tant, donat un enter n, tenim que f(—2n,5n) =n. Es a dir, f és exhaustiva.

3.4. Examen final de reavaluacié 04/02/2013

185

1) Siguin A, B conjuntsi f : A — B una aplicacié. Definiu el concepte de anti-imatge d’un subconjunt
de B per f. Proveu que si By, By C B, aleshores f~1[B; N Bg] = f~[B1] N f~1[Ba].

2) Siguin a,b € Z. Proveu que mecd(a,b) = med(a, a — b) (teorema d’Euclides).

186 Demostreu per inducci6 que 3 - 527+ 4 237+1 = (0 (mod 17), per a tot nombre enter n > 0.

187 Donat un punt (z,y) € R?, definim:

-1, sizy <0
signe(z,y) =40, sizy=0
+1, sizy>0

Definim a R? la relacié R segiient:
(z,y) R (u,v) <= signe(x,y) = signe(u, v)
1) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.

2) Trobeu totes les classes d’equivaléncia.

3) Trobeu el conjunt quocient.

188 Sin € Z, definim el conjunt A, = {z € Z|n fz}.

1) Siguin p i ¢ nombres primers diferents. Proveu que A, U A, = Ap,.
2) Sigui p un nombre primer. Proveu que A, C A.

3) Es cert que per a tot enter n i tot enter m, es compleix A,, U A,,, = A,,,? Justifiqueu la resposta.
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3.5. Examens de taller 2012-2013 Q2

Raonament

189 Formalitzeu, sense usar la connectiva V (i usant els quantificadors necessaris) els enunciats segiients.
La resposta no pot comencar per — i no val inventar-se predicats ad-hoc; utilitzeu els que son habituals

a matematiques.

Tot nombre natural és parell o senar.
Hi ha nombres que no sén multiples de 4 perod el seu quadrat si que ho és.

No tot nombre real té dues arrels quadrades diferents.

Dos nombres naturals no nuls que tenen els mateixos divisors sén iguals.

Nombres reals amb el mateix quadrat poden ser diferents.

190 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n? acabi en 1 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

191 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n acabi en 3 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

192 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n acabi en 6 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

193 Sigui n» un nombre natural. Es necessari que n acabi en 2 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

194 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n acabi en 3 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

195 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n acabi en 6 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

196 Sigui n un nombre natural. Es necessari que n acabi en 3 perqué n
Justifica les respostes i deixa clar, en cada cas, a qué estas responent.

Aritmética i induccié

197

)
)
)

4) Si un nombre real coincideix amb el seu quadrat, llavors aquest nombre és 0 6 1.
) L’1 és I'anic nombre real no nul que elevat al quadrat coincideix amb ell mateix.
)
)

acabi

acabi

acabi

acabi

acabi

acabi

acabi

1) Trobeu una soluci6 entera (g, yo) de 'equacio 51z 4+ 75y = 3 tal que yo > 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors 7" — 1 és multiple de 6.

en 17

en 97

en 67

en 47

en 77

en 67

en 17

suficient?

suficient?

suficient?

suficient?

suficient?

suficient?

suficient?
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198

1) Trobeu una soluci6 entera (zg, yo) de 'equacio 79z 4+ 69y = 1 tal que yo > 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors 6™ — 1 és multiple de 5.

199

1) Trobeu una soluci6 entera (g, yo) de equacio 61z 4+ 78y = 1 tal que o > 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors 11" — 1 és maltiple de 5.

200

1) Trobeu una soluci6 entera (g, yo) de 'equacié 77z 4+ 67y = 1 tal que o > 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors 12" — 1 és multiple de 11.

201

1) Trobeu una soluci6 entera (zg,yo) de I'equacio 63z 4+ 59y = 1 tal que yo > 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors 13" — 1 és multiple de 12.

202

1) Trobeu una soluci6 entera (zg,yo) de I'equacio 8lx 4+ 77y = 1 tal que yo < 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors (—5)™ — 1 és multiple de 6.

203

1) Trobeu una soluci6 entera (g, yo) de equacio 70x 4+ 83y = 1 tal que yo < 0.

2) Proveu que si n > 1, llavors (—10)™ — 1 és multiple de 11.

3.6. Examen parcial 2/5/2013

204

1) Definiu el concepte d’uni6 de conjunts. Siguin A, B i C' conjunts. Demostreu:

AUBCC < (ACCABCQO)

2) Definiu el concepte de composicioé d’aplicacions. Siguin A, Bi C conjuntsi f: A— Big: B — C
aplicacions. Demostreu que si f i g son injectives, aleshores g o f és injectiva.

205
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1) Sigui f: R — {7} — R — {5} 'aplicaci6 definida per:

5z
z—7

flx) =
Proveu que és bijectiva i trobeu la seva inversa.
2) Definim a N x N la relacio R:
(z,y)R(2',y) = z+y =2"+y

Proveu que R és transitiva.

Solucié:

1) f és injectiva: siguin z, 2’ € R — {7}. Llavors:

5z 5z’
f(z) = f(2') = 7 o —7
= bz(z' = 7) =bz'(x — 7)
=z —Te=2"z — 72’

= —Tzx=-T1

=zr=2

f és exhaustiva: sigui y € R — {5}. Volem veure que existeix una x € R — {7} tal que f(z) = v.
Plantegem 'equacio f(x) = y, considerant la y com a un parametre i estudiem si té solucié en la .

Aillant la x trobem que:

7
x:ieR
Yy—95

Aquesta expressié és un nombre real, ja que y # 5. D’altra banda, aquesta x no pot ser igual a 7, ja
que si Ty/(y — 5) = 7, llavors y = y — 5, que és absurd.

Aixi, f és injectiva i exhaustiva. Per tant, f és bijectiva. L’expressié anterior ens dona la férmula de

la funci6 inversa:

2) Suposem que (z,y)R(z',y") i (',y')R(z",y"). Esadir, z+¢y =2’ +yiz' +y" =2"+5. Volem
demostrar que (z,y)R(z”,y”). Si sumem les dues igualtats anteriors terme a terme, obtenim:

x+y/+z/+y//:x/+y+x//+y/

i, restant 3’ + 2’ a cada terme, obtenim finalment: x + 3" = 2" +y. Es a dir, (z,y)R(z",y").

206 Sigui R una relacié d’equivaléncia en un conjunt A. Donats a i b elements de A, demostrar

I’equivaléncia de les afirmacions segiients:
1) [a] N [b] # 0

2) a € [b]

3) la] 0]

Solucié:  Es tracta de demostrar que tres proposicions séon equivalents. Demostrarem que 1 = 2, 2 = 3

id3=1.
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1 = 2) Hipotesi: [a] N [b] # 0. Volem demostrar: a € [b].

Per hipotesi, existeix un element x € [a] N [b]. Per definicio de classe d’equivaléncia, tenim que xRa
i xRb. Per la propietat simétrica, si zRa, llavors aRz. Per la propietat transitiva, si aRx i xRb,
llavors aRb. Per tant, a € [b].

2 = 3) Hipotesi: a € [b]. Volem demostrar: [a] C [b]. Es a dir, hem de veure que, per a tot x, si z € [a],
llavors = € [b].
Sigui z € [a]. Per definici6 de classe d’equivaléncia, zRa. Perod, per hipotesi, a € [b]; és a dir, aRD.
Per la propietat transitiva, si zRa 1 aRb, llavors 2Rb. Per tant, = € [b].

3 = 1) Hipotesi: a C [b]. Volem demostrar: [a] N [b] # 0.

Com que [a] C [b], resulta que [a] N [b] = [a] (propietat de la interseccidé de conjunts). Ara bé,
una classe sempre té un element, com a minim: a € [a] (per la propietat reflexiva). Per tant,

[a] N [8] = [a] # 0.

3.7. Examen final 6/6/2013

207

a) Proveu que hi ha infinits nombres primers (teorema d’Euclides).

b) Sigui m > 2 un enter. Demostreu que si a = b (mod m) i @’ =¥ (mod m), llavors a +a’ = b+ b
(mod m).

Solucié:

a) Volem demostrar que hi ha infinits nombres primers. Ho fem per reduccié a absurd. Suposem que
hi ha un nombre finit de nombres primers i que aquests sén p1,ps,...,p,. Considerem el nombre:

Q=pip2--pn+1

Observem que @ > 2. Pel teorema de la divisié entera, el residu de dividir @) entre qualsevol dels
primers p; és 1. Per tant, Q) no és divisible per cap nombre primer. Pero el teorema de la factoritzacié
assegura que un nombre enter més gran o igual que 2 és primer o un producte de primers. Deduim
que @ és un nombre primer diferent de tots els nombres primers que existeixen, segons la hipotesi.
Aix0 és una contradiccié. Conclusio: hi ha infinits nombres primers.

b) Suposem que a = b (mod m) i a’ =¥ (mod m). Volem demostrar que a + o’ = b+ b’ (mod m). Si

a = b (mod m), llavors, per difinicié de congruéncia, m | (a — b). De la mateixa manera, si a’ = V'
(mod m), llavors m | (a’ — ¥’). Per la propietat de la linealitat, m divideix la suma; és a dir:

m | (a—b)+(a’ =)

perd, (a—b)+ (/! =V)=(a+a)— (b+¥). Per tant, m| ((a+a’)— (b+¥)); ésadir,a+d =b+ ¥
(mod m).

208

a) Calculeu els inversos de totes les classes no nulles de Z7. Justifiqueu tots els passos.

b) Resoleu el sistema d’equacions segiient a Zr:

8|

w| o
8|

NSl
<o
[SL TN

+

Justifiqueu tots els passos.
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Solucié:

a) En primer lloc notem que 7 és un nombre primer i, per tant, Z7 és un cos. Aixo vol dir que tota classe
diferent de la classe 0 té invers. Com que 7 és prou petit, podem fer els calculs dels inversos calculant
tots els productes possibles (¢és a dir, no cal aplicar 1'algorisme d’Euclides estés). Tenim T'=11

6 ' =6 (jaque6=—1). A més:

3.3-6, 2.41=1
3.5=1
Pertant: 1 ' =1,2 '=4,3 '=5,4 '=2,5 °=3,6 ' =6.

b) Apliquem el métode de reduccié de Gauss. Escrivim les matrius del sistema i ampliada i substituim la
fila 2 per 3Fy —5F, (F; denota la fila i), obtenint d’aquesta manera un sistema d’equacions equivalent

(és a dir, amb les mateixes solucions que 'original):

5 5 | 4\ _(5 =5 | 1
3 3 15 7\ 3 |1

52-5-y=5-T—5-5=5-T+3=4=5.-1=4-3=1

209 Sin € Z, definim el conjunt M,, = {z € Z : n | z}.

1) Siguin p i ¢ nombres primers diferents. Proveu que M, N M, = M,,.

2) Sigui p un nombre primer. Proveu que M2 C M),

Solucié:

a) Volem demostrar que M, N My = M,,. Podriem demostrar que cada conjunt esta inclos a l'altre, pero
en aquest cas es pot demostrar directament que x € M, N M, és equivalent a x € M,:

reEM,NMy < xeM,Nxe M, definicio d’interseccio
Splzigla definici6 de M, i de M,
< mem(p, q) | x propietat del mem
Spg | mem(p, ¢) = pg, perqué son primers diferents
S x € My, definici6 de My,

Conclusié: M,q = M, N M,.

b) Hem de veure que M,> C M,, on p és un nombre primer. Es a dir, hem de provar: 1) que tot element
de M, és un element de M), i, a més, 2) que son diferents (és dir, que hi ha un element a M, que no

pertany a My2).

Sigui x € Mp>. Llavors per definicié d’aquest conjunt: p? | z. Pero p | p? i, per la propietat transitiva

de la divisibilitat, tenim que p | . Per tant, x € M),

Considerem el nombre p. Esta clar que p € M, ja que p | p. Perd p ¢ M2, ja que p? no és un divisor

de p. Per tant, M,> # M,.
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210 Proveu per induccidé que si n > 1, aleshores:

2n)!
2.6-10---(4n —2) = @
n!
Solucié:
Cas inicial: n=1. 2 = (Zﬁ)! és certa..

Pas d’induccié: Fixem un enter n > 1 i suposem que:

2n)!
2:6-10---(4n—2) = @7 (hipotesi d’induccio)
n!

Volem demostrar:

2-6.10.--(4n—2)-(4(n+1)—2)_w

Tenim:

2.6-10---(4n—2)- (4(n+1)—2)=2-6-10---(4n — 2) - (4n + 2)

|
= % <(dn+2) per hip. d’ind.
2(2n + 1)(2n)!

n!

D’altra banda, tenim:

2n+1)!  (@2n+2)! (2n+2)-(2n+1)-(2n)!  2(2n+1)(2n)!

(n+D!  (n+1)! (n+1)-n! n!

Per tant, son iguals.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

3.8. Examen final de reavaluacié 10/07/2013

211 Definim f: Z7 — Z7, f(T) =4 -7 + 2. Considereu els conjunts A = {1,2,3,5} i B = {1,5,6}.

1) Obteniu f[S],on S =A — B.
2) Estudieu si f és bijectiva, si té inversa i, en cas afirmatiu, obteniu f~1.

3) Obteniu f~'[AN BJ.

Solucié:

1) En primer lloc obtenim A — B. A— B={t:te€ ANt ¢ B} =1{2,3}. Aixi,

FIS) = fIA=B] = f{2.3} = {f (@), f(3)} = {12+2,43+2} = {1- 2+ 2,1- 3+ 2} = {10, T4} = {3,0}.

2) En ser 7 primer, totes les classes diferents de 0 tenen invers.

Injectiva? Hem de veure si f(Z) = f(y) = T =7.

<

f@)=fy)=4-7+2=4-y+2=4.-T=4
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Existeix U'invers de la classe 4 (ja que mcd(4,7) = 1). Multiplicant els dos membres de la igualtat
anterior per (4)~! resulta ((4)~'4)7 = ((4)~'4) y resulta 17 = 1y, d’on T = 7. Per tant, f és injectiva.
Observeu que per a aquesta argumentacié no ens cal saber quin és l'invers: n’hi ha prou amb saber
que existeix.

Exhaustiva? Hem de veure que tot element Z € Z; té alguna antiimatge. Es a dir, que existeix f € Z7
tal que f(f) = z. Imposem f(¢) = Z com si fos una equaci6 a resoldre, amb incognita ¢, que hem
d’obtenir en funci6 de Z. Les solucions seran les antiimatges, si n’hi ha, de Z. Es concreta a:

+2=

=7 —

S S|

|
[N

Calculem 'invers de 4. Algorisme d’Euclides estés:

110 1] -1
1|-1 2
1 1 3

7|4 3 1

311 0

Identitat de Bézout: 7-(—1) 4+ 4-2 = 1. Per tant, (4)~! = 2.

Ara resulta:

)

it=7— Yt =)z -2)

—~ o~
—
|
~—
|
—

|
Il
—~

Sl IS NS N IS N |

([

w —
N
| \/‘

| -

~—

\I:D/\ Q|

|

)

S~—

|
|
vl

O e

I
N
NI
\
NN

O també t =2z — 4 =2z + 3.
Per tant, f és exhaustiva. Juntament amb la injectivitat, f és bijectiva i, per tant, f té inversa f~!.

Noteu que de l'estudi anterior, atés que resulta que tot element Z té antiimatge tnica, se’'n deriva
també la propietat de ser injectiva.

La inversa és f~1(z) = 2z + 3.
3) An B ={1,5}. Aixi:
FHANBl = L5 = f I U B = {2- T+ 3y u{2-5+3} = {5,13} = {5.6}.

212  Demostreu que 6|(7" + 5), per a tot n natural:

1) Per induccié.
2) Per congruéncies.

3) Per classes de residus.

Solucié:

1) Per inducci6 sobre n.

Pas base. Provem la propietat per a n = 0, és a dir, que 6|(7° + 5), cosa que és obvia, ja que
70 +5=1+5 =6, que és multiple de 6.
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Pas inductiu. Fixem un enter n > 0 i suposem que la propietat és certa per a I'enter n. Es a dir,
suposem que 6|(7" + 5) (hipotesi d’induccié). Hem de provar que 6|(7"*1 + 5).
Manipulem l'expressié 7"t! + 5 amb I'objectiu de fer-hi aparéixer com a subféormula 7% 4 5 i
aixi poder aplicar la hipotesi d’inducci6é. Si suposem que 7" + 5 = 6k, per a algun k € Z, per
hipotesis, aleshores:

T L =TT 45 =T"6+1)+5=6-T"4 (T"+5)=6-7"+ 6k = 6(7" + k) = 6k,
que és multiple de 6.

Per tant, la propietat és certa per a tot n € N.

2) Per congruéncies modul m = 6. Expressem la propietat de divisibilitat en termes de congruéncies.
Apliquem que 6|7™ 4+ 5 si, i només si, 7* + 5 = 0 (mod 6). Per tant, resoldre el problema equival a
demostrar 7" +5 =0 (mod 6). Tenim

7=1 (mod 6)=7"=1" (mod6)=7"=1 (mod 6).
Aleshores 7" +5=1+4+5=6 =0 (mod 6). De fet, ja que dos enters iguals sén congruents respecte
de qualsevol modul (trivialment, per la definicio), hem vist:

™+5=1+5=6=0 (mod 6)
Per transitivitat de la relacio de congruéncia, 7* +5 =0 (mod 6).

3) Per classes de residus modul m = 6 (és a dir, treballant a Zg). Expressem la propietat de divisibilitat
en termes de classes de residus: 6|7" + 5 si, i només si, 7" +5 = 0 a Zg Hem de demostrar, doncs,
™ + 5= 6 a Z6~
Observem que 7 = 1. Aleshores tenim:

T+ 5=7"4+5=7 +5=1"+5=1+5=6=0
com haviem de provar.

213

)
2)

3)

Sigui n € N. Calculeu med(3n + 10,2n + 7).

Sigui n € Z. Proveu que n? + 3n + 6 és parell.

Sigui n € N. Calculeu Z (Z) 7",
k=0

Solucié:

1)

2)

Apliquem el teorema d’Euclides:

med(3n + 10,2n 4+ 7) = med((3n 4+ 10) — (2n +7),2n +7)
=mecd(n +3,2n+7)
=mecd((2n+7) — (n+3),n+3)
=mecd(n+4,n + 3)
=mecd((n+4) —(n+3),n+3)
=mecd(l,n+3) =1

Per casos segons la paritat de n:
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Cas 1. n és parell. Aleshores existeix k enter tal que n = 2k. Per tant,
n? 4 3n 46 = (2k) + 3(2k) + 6 = 2(2k* + 3k + 3) = 2K/,
que és parell, amb k' = 2k? + 3k + 3.
Cas 2. n és senar. Aleshores existeix k enter tal que n = 2k + 1. Per tant,
n? +3n+6=(2k+1)> 4+ 3(2k + 1) + 6 = 4k + 10k + 10 = 2(2k* 4 5k + 5) = 2K/,
que és parell, amb k' = 2k + 5k + 5.

3) Utilitzem la formula del binomi de Newton:

n

kz":o (Z) = kz (Z) TRE = (T4 1) =87

=0



Curs 2013-2014

4.1. Examen parcial 17/10/2013

214  Sigui n un nombre enter. Demostreu que les proposicions segiients sén equivalents:
a) n és senar;

b) n? és de la forma 4k + 1, per a algun k € Z;

c¢) n? +1 és parell.

Justifiqueu tots els passos.
Solucié:  Per a demostrar 'equivaléncia, demostrem que a) implica b), que b) implica c) i, finalment,

que c¢) implica a).

a) = b) Fem una prova directa. Suposem que n és senar. Volem demostrar que n? = 4k + 1, per a algun
enter k. Tenim:

nsenar = n =2t+ 1, peraalgunt e Z
=>n?=Q2t+1)=4t> +4t+1
=n? =4 +1)+1

b) = ¢) Fem una prova directa. Suposem que n? = 4k + 1, per a algun k € Z. Volem demostrar que
n? +1 és parell. Tenim:

n=4k+1=n*+1=4k+1+1=4k+2=202k+1)
Per tant, n? + 1 és parell.

¢) = a) Fem una prova del contrarreciproc. Suposem que n és parell. Volem demostrar que n? + 1 és
senar.

n parell = 3t € Z(n = 2t) = n? + 1 =4t> + 1 = 2(2t*) + 1

Es a dir, n? + 1 és senar.

215 Demostreu, per induccio sobre n, que si n > 1, aleshores:
—14+3-5+---4+(-D)"2n-1)=(-1)"-n

Expliciteu, al pas inductiu, la hipotesi d’inducci6 i el qué voleu demostrar. Justifiqueu tots els passos.
Solucié:

87
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Cas inicial: n = 1.
(-t (2-1-1)=-1
Pas d’induccié: Fixem un enter m > 1 i suposem que:
-14+3-5+---+(-D"2m—-1)=(-1)"-m (hip. d’induccio)
Volem demostrar:

~1+3=5+-+(=D)"2m+1) 1) = (=)™ . (m+1)

Tenim:
m41 m
> (=Di2i-1) (Z 22—1> (=)™ (2m +1)
= (=)™ -m+ (=1)""2m +1) per hip. d’ind.
= (=1)™F (= m+2m+1)
= ()" (m+1)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

4.2. Examen parcial 14/11/2013

216 Siguin A, B i C conjunts. Proveu que si AN B = A, llavors AU BUC = BUC. Justifiqueu tots
els passos.

Solucié:  Presentem dues solucions. Solucié 1. Sabem que AN B C B. Per tant, si AN B = A, llavors
A C B, que implica que AU B = B. Per tant, AUBUC = BUC.

Solucio 2. Hem de provar una igualtat de conjunts; és a dir, hem de provar que cada conjunt és un
subconjunt de l'altre. La inclusi6 BUC C AU B U C és valida sempre. Demostrem D’altra.

Per la propietat associativa de la unié de conjunts, podem escrivte AUBUC = (AU B)UC. Sigui
€ (AUB)UC. Tenim:

E(AUB)UC = (xe AVvzeB)va el
= (xeBVzeB)Vzel (1)
=zxeBvVzel
=zxzeBuUC

(1): per hipotesi, A= AN B C B i, per tant, si € A, llavors x € B.
217 Sigui n > 21 considerem el conjunt X = {0,1}" de les paraules binaries de longitud n. Considerem
la relacié6 R definida en X de la manera segiient:
T1T2 Ty Ry1yo - yn & 01 =y1 A2 = Y2
a) Comproveu que R és una relacié d’equivaléncia.
b) Trobeu les classes d’equivaléncia, dient quin sén els elements de cada classe.

¢) Doneu per extensio el conjunt quocient i digueu quants elements té.
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Observacio: {0,1}" ={0,1} x ---" x {0,1}. Un element (x1,x2,...,2,) € {0,1}" també Pescrivim com
aX1T...Tp.

Solucié:
a) Una relacio R és d’equivaléncia si, i només si, R és reflexiva, simétrica i transitiva.

e R és reflexiva: x1x2- -2y RXT1To - - Ty, PErqUé &1 = 1 1 To = To.

® R ¢s simetrica: si z122 - @ Ry1yz - - - yn, llavors z1 = y1 1 x2 = y2. D’aqui deduim que y1 = 21
1y2 = 22 1, per tant, y1y2 -+ yp Ra122- - Tp.

e R és transitiva: si z1xo - Tp Ry1Y2 - Yn 1 Y1Y2 -+ Yn R 2122+ 25, llavors z1 = y1, 19 = yo i
Y1 = 21, Y2 = 2. Per tant, 1 = 21 i 2 = 22. Deduim doncs que z1z2 -+ -z, R 2122+ - 2p,.

b) Per definici6 de R, dues paraules binaries estan relacionades si, i només si, tenen els mateixos dos
primers bits. Per tant:

[T122wplr ={p1y2- - Yn € Xt 1Yo yn RT122 -}
={y1y2-yn € X 1 y1 = x1,y2 = T2}

Per tant, tenim les classes d’equivaléncia segiients:

[000---0lr = {y1y2---yn € X : y1 = 0,y2 = 0}
[010---0]r = {y1y2- Yo € X 1y1 = 0,y2 = 1}
[100---0]gr = {y1y2- - yn € X : 1 = 1,y2 = 0}
[110---Olr ={y1y2- - yn € X :n = Lyp = 1}

(paraules que comencen per 00, per 01, per 10 i per 11, respectivament).

c¢) El conjunt quocient és, per definico, el conjunt els elements del qual son les classes d’equivaléncia:

X/R={[z122 Xp|R: x122 - 2, € X}
= {[000--- 0], [010 - - 0] g, [100 - - - 0] g, [110 - - - 0] & }.

El conjunt quocient té doncs 4 elements.

4.3. Examen final 09/01/2014

218 Considerem 'equacié az + (3 + 2a)y = 10, on a € Z.

1) Determineu tots els enters a tals que l'equaci6 anterior té almenys una soluci6 entera.

2) Trobeu totes les solucions enteres de 1’equaci6 anterior quan a = 31.

Solucié:

1) L’equaci6 diofantica az + (3 + 2a)y = 10 té soluci6 entera si, i només si, med(a, 3 + 2a)|10. Ara bé,
pel teorema d’Euclides, tenim:
mcd(a, 3 4+ 2a) = mced(a, 3 + 2a — 2a) = mcd(a, 3)
A més, donat que 3 és un nombre primer, tenim:

3, si3la

med(a,3) = {1 si3 fa

Com que 3 } 10, deduim que I'equacio diofantica ax + (3 4+ 2a)y = 10 té soluci6 entera si, i només si,

3 fa.
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2) Quan a = 31, 'equaci6 és: 3la + 65y = 10. Per lapartat anterior sabem que té solucié ja que 3 } 31.
Escrivim primer la identitat de Bézout de 31 i 65:

1 0 1 -10
0 1 -2 21

2 10 3
65 31 3 1
3 1 1

Es a dir: 31-21 + 65 (—10) = 1. Multiplicant per 10 els dos membres d’aquesta identitat, obtenim
una solucié particular de ’equacioé: 31210+ 65 - (—100) = 10. Per tant, la solucié general ve donada
por:

=210+ 65 -1, y=—-100—-31-¢

on t € Z és arbitrari.

219 Sigui n € N. Proveu que si n =4 (mod 6), aleshores 10" +3 =0 (mod 7).

Solucié:  Suposem que n =4 (mod 6). Llavors existeix un enter k tal que n = 6k +4. A més, k > 0,
ja que n € N. D’altra banda, 10 = 3 (mod 7). Per tant:

10" +3=3"4+3=3%13=3%%.314+3 (¥
Ara bé: 3% = (32)2 - 32 i tenim:
32=9=2 (3% =22=4, 3°=(3?)?.32=4.2=
Finalment:
(35%.3"+3=1".3"+3=4+3=0 (mod7)
Observacio: si coneixem el teorema de Fermat, llavors en (*) podem dir que com que 7 [} 3, llavors

3771 =35=1 (mod 7).

220 Considerem aplicaci6 f : Zggo — Zaoo definida de la manera segiient:

f(x)Z{

a) Es f injectiva?

: 7@}
399}

si

=~ =

8l 8l

8l 8l

wl

+ € {0,
+ e {1,

, z ..
, 37 ..
b) Es f exhaustiva?
¢) Calculeu f~1[{201}].
Solucié:  Notem, per a simplificar, P = {0,2,---,398} i S = {1,3,---,399}. Observem que si T € P,
llavors tots els enters de la classe de x son parells i si T € S, llavors tots els enters de la classe de x s6n
senars. Aix0 és perqueé:

2’ =z (mod 400) & z = 2’ + 400k

per a un cert enter k. Per tant, les paritats de z i 2’ son la mateixa.

a) Siguin T, 7 € Zggo tals que f(T) = f(7). Volem veure si podem deduir sempre que T = 3. Tenim els
casos segiients:
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e T, € P. Llavors 7-T+1 = 7-5+1, d’on deduim que 7-T = 7-%. Ara b¢, com que med(7,400) = 1,
la classe 7 té invers a Zyoo. Multiplicant els dos costats de la igualtat per la classe inversa de 7,
deduim que T = 7. (El calcul de la classe inversa de T a Zago €l fem separadament al final de
lexercici.)

ez, ycS. Llavors4-T+3=4-7+ 3, don deduim que 4-T = 4 -j. En aquest cas, no podem
simplificar la igualtat, ja que 4 no té invers a Z4go (perqué med(4,400) = 4 # 1). Pero tenim:

4-T=4-7& 4z =4y (mod 400)
<400 |4 (x —y)
<100 | (z —y)
< z=y (mod 100)

Per tant, si trobem dos enters x, y no congruents entre ells modul 400 i tals que la diferéncia
sigui un miultiple de 100, haurem trobat un contraexemple. Per exemple: z = 101, y = 1. Tenim:
101 # 1, perd f(101) = f(1) =T.

Per tant, f no és injectiva.

Observacio: encara quedarien dos casos més per discutir: T€ Piyg e S;ixT € Siy € P. No obstant,
no cal estudiar-los, donat que ja hem demostrat que f no és injectiva.

b) Observem el segiient. SiT € P, llavors f(Z) =7-T+1 € SisiT € P, llavors també f(T) =4-T+3 € S.
Per tant, la imatge d’un element de Z4oo per f mai pertany a P. Per tant, f no és exhaustiva.

c¢) Plantegem les equacions: 7-Z +1=20114-7 + 3 = 201. Per la primera tenim:

7 T4+41=2001=7-T=200=7="7""-200 = 343 - 200 = 200

Estudiem ara la segona equacio:

4. 7+3=201=4-7 =198

Com que la classe 4 no té invers a Zgsgp, escrivim aquesta igualtat de classes com una congruéncia
modul 400 i intentem simplificar-la:

4-7T=198 = 4x =198 (mod 400)

Ara bé, aquesta congruéncia no té solucié perqué med(4, 400) no divideix a 198.
Conclusio: f~1[{201}] = {200}.

Calcul de linvers de 7 modul 400: apliquem l’algorisme d’Euclides estés i escrivim la identitat de
Bézout:

X| 1 0 1

Y[ 0 1 —57

Q 57 7

R|400 7 1
1 0

Per tant, comprovem que mcd(7,400) = 11, a més: 400-1+7-(—=57) = 1. Per tant: 7~ = —57 = 343.

4.4. Examen de recuperacié del primer parcial 09/01/2014

221 Proveu per induccié que si n > 1, llavors 3 - 527! 4 237+l ¢s un mualtiple de 17. Expliciteu
clarament, en el pas inductiu, quina és la hipotesi d’inducci6 i el que s’ha de demostrar.

Solucié:
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Cas inicial. Sin = 1, llavors 3 - 52+ 4 2341 = 391 = 17 - 23, que és mltiple de 17.

Pas inductiu. Fixem m > 1 i suposem que:
3.5%mHl L 93mtl — 7.k (Hipotesi d’induccio)

per a cert k € Z. Volem demostrar que 3 - 52(m+D+1 1 23(m+D+1 tambe és un maltiple de 17.
Tenim:

3 . 52(m+1)+1 4 23(m+1)+1 — 3 . 52m+3 4 23m+4 —
=3. 52m+1 . 52 + 23m+1 . 23 —
— 8 . (3 . 52m+1 + 23m+1) + 17 . 3 . 52m+1 —
=8-17-k+17-3-5*"t = (H.L)
=17 (8k + 3 -5t

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot enter n > 1.

222 Considerem les proposicions segiients referides a nombres naturals:

Pl) Y23y (z+y =0)

P2) JzVy (z+y=vy)

a) Negueu-les i expresseu el resultat final sense utilitzar el simbol —. Justifiqueu tots els passos.

b) Digueu si son certes o falses i justifiqueu la resposta en cada cas.

Solucié:

a) Pl) Vzdy (zx+y=0)=Tx-Jy (x+y=0)=TaVy-(x+y=0) = FxVy (z +y #0).
P2) ~JzVy (z+y=y)=Ve-Vy (z+y=y) =Vedy ~(z+y=y) =VazIy (z+y #y).

Hem aplicat les segiients equivaléncies:

-z (A(z)) = Fz (-A(x)), -3z (A(z)) = Vz (-A(x)).

b) P1) Aquesta proposicio és falsa. Per a demostrar-ho, és suficient amb trobar un contraexemple. Per
exemple, si x = 1, no existeix cap nombre natural y tal que 1 +y = 0.

P2) Aquesta proposicio és certa. Si prenem x = 0, llavors per a tot nombre natural y, tenim 0+y = y.
(Si considerem que 0 no és un nombre natural, llavors la propietat és falsa. Per a demostrar-ho, hem
de veure que la seva negacio és certa. Es a dir, donat un = € N qualsevol, hem de veure que existeix
un y € N tal que = + y # y. Podem prendre y = x, de manera que x + & = 2x # x.)

4.5. Examen de recuperaci6 del segon parcial 09/01/2014

223 Siguin A i B conjunts. Demostreu que si A C B, llavors P(A) C P(B). Es cert el reciproc?
Justifiqueu la resposta.

Solucié:  Suposem que A C B. Volem veure que P(A) C P(B). Es a dir, volem demostrar que si
X € P(A), aleshores X € P(B). Tenim:

XePA) & XCA=>XCBa X cP(B)
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La primera i la ultima equivaléncia, per definicié del conjunt de les parts d’un conjunt; la implicaci6 és
per hipotesi, ja que si X C A i, per hipotesi A C B, llavors X C B, per la transitivitat de la relacio
d’inclusio6.
El reciproc també és cert. Suposem que P(A) C P(B). Volem demostrar que A C B; és a dir, que si
x € A, llavors x € B. Tenim:

reAde{z}CAs{z}ePA)=>{2}ePB)e {2} CBezeB

Les equivaléncies son per definicio i a la implicacié hem aplicat la hipotesi.

224  Definim a R? la relacién R segiient:

(2 S P
341 23+1

(w1, y1)R(22,92) &

a) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.
b) Trobeu la classe d’equivaléncia dels elements (0,0), (0,1) i (0, —2).

¢) Trobeu la classe d’equivaléncia de (a,b) € R%. Descriviu-la geométricament.

Solucié:

; o 2 Y _ ¢ i
a) R és refleziva: si (z,y) € R®, llavors %7 = 5% Per tant, és reflexiva.

R és simeétrica: suposem que (x1,y1)R(x2,y2). Llavors x%’i_l = x%’j_l i, com es tracta d’una igualtat,
1 2

deduim que (z2,y2)R(z1,y1). Per tant, és simétrica.

R és transitiva: suposem que (x1,y1)R(x2,y2) 1 (x2,y2)R(zs3,ys3). Llavors tenim que x%ﬁl = xgyil i
Y2 . _Y3 o Y1 _ Y3 " : A L
BT we Deduim que 1 T o Per tant, (x1,y1)R(x3,y3). Es a dir, R és transitiva.

b) Per definicio de classe d’equivaléncia, tenim:

(0] = () € B )Rl 0)} = { (o) < B 52 = 0

En particular, trobem que:

0,00 = {(e0) € B 52 =0} = (@) Ry =0}

Es a dir, la classe [(0,0)] esta formada pels punts de l'eix z. Analogament, tenim:

[(0,1)] = {(z,y) cR?: nyH - 1} = {(z,y) ER?:y =22+ 1}

Es a dir, la classe d’equivaléncia del punt (0,0) esta forma de pels punts de la parabola d’equacio
y = 22 + 1. Finalment:

Y
[(0,-2)] = {(w,y) cR?: Foa —2} ={(z,y) eR? :y = —2(2® + 1)}
Es a dir, els elements de la classe [(0, —2)] son els punts de la parabola d’equacié y = —2(22 + 1).

c¢) En general, donat el punt (a,b) € R?, si escrivim ¢ = a%rl’ tenim:

(0.0 = { @ ¥ Lt =l = {() e R sy = el + 1)

Es a dir, els elements de la classe [(a, b)] son els punts de la parabola d’equaci6 y = c(z? + 1) (la recta
y =0, en el cas de [(a,0)] = [(0,0)]).
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4.6. Examen final de reavaluacié 07/02/2014

225 Siguin A, B,C C Q conjunts tals que B N C¢ = {).

a) Demostreu que A\ (A\ B) CC
b) Demostreu que, en general, C ¢ A\ (A\ B).

Solucié:

1) Recordem que: x € X \Y & 2 € X Az ¢ Y. Per tant, aplicant la llei de De Morgan corresponent,
obtenim:

¢ X\Yer¢XVveeY

Per a demostrar que A\ (A\ B) C C considerem un element = € A\ (A \ B) arbitrari i provem que
xeC:

r€A\(A\B)=2x€cANc ¢ A\B=cxcAN(x¢ AV € B)=uxcB.

D’altra banda, com que BN C¢ =, si x € B, llavors ¢ C¢; és a dir, x € C. Hem vist, doncs, que
x € C, que és el que voliem demostrar.

2) Contraexemple: A =B =10, C = Q = {1}. Es compleix que BNC® =0, que A\ (A\ B) =01 que
C = {1}. Per tant, C ¢ A\ (A\ B).

226 Considerem l'aplicaci6 f : Z x Z — Z definida per:
flz,y) = 333z + 120y

a) Es injectiva? Justifiqueu la resposta.
b) Es exhaustiva? Justifiqueu la resposta.

c¢) Calculeu f~1[{3}].

Solucié:
1) f és injectiva si, i només si:
V(z,y), («',y") € Zx L(f(z,y) = f(2',y) = (z,9) = (2",y"))
Es a dir, f és injectiva si, i només si:
Va,y, 2’y € Z(333x + 120y = 3332" + 120y’ —w z=2" Ay =1y)
En altres paraules, f és injectiva si, i només si:
Va,y, 2’y € Z(333(x —2') =120y —y) mz=2" ANy =1)
afirmaci6 que evidentment és falsa z = 120, '’ = 0, ' = 333, y = 0 n’és un contraexemple.
2) f és exhaustiva si, i només si:
Vze€Z I(x,y) € ZX L(f(x,y) = z)
és a dir, si, i només si:
Vz € Z I(z,y) € Z x Z(333x + 120y = z)

Pero lequaci6 diofantica 333z 4+ 120y = z té soluci6 en z,y € Z si, i només si, med(333,120) | z. Ara
bé, med(333,120) = 3 (calculat a 'apartat segiient). Per tant, si z no és multiple de 3, ’equacié no
té solucié. Per exemple, si z = 1, no hi ha soluci6. Es a dir, f no és exhaustiva perqueé, per exemple,
z = 1 no té antiimatge.
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3) Tenim:
BN ={(z,y) €ZXZ: f(x,y) =3} = {(z,y) € Z x Z : 333z + 120y = 3}.

Resolem, doncs, l'equacié diofantica 333z + 120y = 3. L’equacié admet solucié si, i només si,
med(333,120) | 3. Calculem aquest mcd via l'algorisme d’Euclides i, si es compleix aquesta con-
dicio de divisibilitat, estenem ’algorisme per a poder trobar coeficients per a la identitat de Bézout.

X[ 1] 0] 1]—-1] 4]-9
Y| 0| 1]|—-2] 3[—-11] 25
Q 2 1| 3| 2] 4
R[333[120] 93| 27| 12| 3

Com que mced(333,120) = 3, 'equaci6 diofantica té solucié. Busquem, via la identitat de Bézout, una
soluci6 particular. Amb 'algorisme d’Euclides estés trobem que:

(—9)-333+25-120 = 3

Comparant amb ’equacié a resoldre veiem que zg = —9, yg = 25 és una solucié particular. La solucié
general és:

120

333
y:25+7t:25+111t
ont € Z.
Per tant:

U8 ={(x,y) €EZXZ 3 €Z x=—9+40t,y = 25+ 111t}

227 Demostreu que, per a qualsevol enter n > 2, els dos ultims digits del nombre 11" — 10n s6n 01.
Solucié:  Afirmar que els dos ultims digits d’'un nombre séon 01 equival a afirmar que el nombre en
qliesti6 és congruent amb 1 modul 100 o que:

11" —10n —1=0 (mod 100)

Farem la demostracié per induccio.

Pas basic n = 2. Hem de comprovar que 112 —10-2 — 1 =100 = 0 (mod 100), la qual cosa és certa.
Pas inductiu. Sigui n > 2. Hem de demostrar que partint de que
11" —10n—1=0 (mod 100) (H.L)
s’arriba a que:
11" —10(n+1)—1=0 (mod 100)).
Som-hi:
11" —10(n+1) —1=11-11" — 10n — 11 (mod 100)

Per aplicar la hipotesi d’inducci6 seria interessant disposar de I'invers de 11 modul 100, el qual invers
existeix per ser mcd(11,100) = 1. En aquest cas no cal ni tan sols aplicar 'algorisme d’Euclides
estés per al seu calcul, n’hi ha prou que ens adonem que 11-9 = 99 = —1 (mod 100) i que, per
tant, 11-(—9) =1 (mod 100). Continuem amb la demostracio:

11" —10(n+1) —1=11- (11" = (=9) - 10n — 1)

=11-(11" 4+ 90n — 1)
=11- (11" —10n — 1)
=11-0 (H.L)

=0
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228 Considerem, al conjunt Z, la relacio:

xRy < med(z,4) = med(y, 4)

a) Demostreu que R és d’equivaléncia.

b) Doneu una descripci6 de cada una de les classes d’equivaléncia. En la descripcié no es pot usar
med(-,4) ni cap relacié de congruéncia. Doneu el conjunt quocient Z/R.

Solucié:

a) Per veure que la relacié és d’equivaléncia, comprovem que és reflexiva, simétrica i transitiva.
e Reflexiva. Hem de veure que per a tot z € Z és xRx; és a dir, hem de veure que per a tot x € Z,
med(x,4) = med(z,4), la qual cosa és certa.

e Simétrica. Hem de veure que per a tot z,y € Z, si xRy, llavors yRx; és a dir, hem de comprovar
que per a tot x,y € Z, si med(x,4) = med(y,4), llavors med(y,4) = mcd(z,4), la qual cosa és
certa.

e Transitiva. Hem de veure que per a tot x,y,z € Z, si xRy i yRz, llavors xRz; és a dir, hem
de comprovar que per a tot z,y,z € Z, mcd(x,4) = med(y,4) i med(y,4) = med(z,4), llavors
med(z,4) = med(z,4), la qual cosa és certa.

b) Per definicio de classe d’equivaléncia, tenim:
[z] ={y €Z: 2Ry} ={y € Z : med(z,4) = med(y,4)}

Pero mcd(z,4) | 4. Per tant, només pot valer 1, 2 0 4 1 med(1,4) = 1, med(2,4) = 2 i med(4,4) = 4.
Per tant, només hi haura tres classes:

M={zx€Z:1Rz} ={r € Z:mcd(x,4) =1} = {x € Z: = és senar}

2] ={x €Z:2Rz} ={x € Z: mcd(x,4) =2} = {x € Z : x és parell no maltiple de 4}

[ ={zx€Z:3Rz} ={z €Z:mcd(z,4) =4} = {z € Z : x és miltiple de 4}

Finalment, el conjunt quocient és Z/R = {[1], [2], [4]}.

4.7. Examen parcial 20/03/2014

229 Proveu per induccid que si n > 1, llavors:

” _n(n+1)2n+7)
;k(kJrZ)_ 5

Al pas inductiu, indiqueu clarament quina és la hipotesi d’induccié i el que heu de demostrar. Justifiqueu
tots els passos.
Solucié:

Pas base: comprovem que la propietat és certa per a n = 1:

1
2.9
Zk(k+2):1+2:3:7.

k=1
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Pas inductiu: fixem un enter m > 1 i suposem que la propietat és certa per a aquest enter m (hipotesi

d’induccio):

- 1)(2
S (k4 2) = M DEm AT
6
k=1
Volem demostrar que la propietat és certa per a ’enter m + 1; és a dir:
mi:lk k42) = (m+1)(m+2)2m+1)+7)  (m+1)(m+2)(2m+9)
B 6
Tenim:
m+1 m
ST k(k+2) = k(k+2)+ (m+1)(m+3)
k=1 k=1
1)(2 7
= mEDERED | 4 1)(m +3) per HLL
_ m(m+1)(2m +7) +6(m + 1)(m + 3)
a 6
~ 2m® 4 15m? 4 31m + 18
B 6

D’altra banda, tenim:

(m+1)(m+2)(2m+9)  2m® + 15m* + 31m + 18
6 B 6

Per tant, hem demostrat que la propietat és certa per a m + 1.

Pel principi d’induccio, deduim que la propietat és certa per a tot enter n > 1.

230 Siguin x,y € Z. Proveu que les proposicions segiients séon equivalents:
a) x — y és senar;
b) x + y és senar;

¢) 3z +y és senar.

Solucié:  Per a demostrar que aquestes proposicions sén equivalents, n’hi ha prou amb demostrar que

a) = b), que b) = ¢) i que ¢) = a).

Sigui x,y € Z arbitraris.

a) = b) Suposem que x — y és un enter senar. Volem demostrar que = + y és un enter senar. Tenim:

r+y=(r—y) +2y

i, com que la suma d’un enter senar i un enter parell és senar, obtenim que x + y és senar.

b) = ¢) Suposem que x + y és un enter senar. Volem demostrar que 3z + y és un enter senar. Tenim:

3x+y=(x+y)+22x

i, com que la suma d’un enter senar i un enter parell és senar, obtenim que 3z + y és senar.

c) = a) Suposem que 3z + y és un enter senar. Volem demostrar que  — y és un enter senar. Tenim:

x—y=0Bx+y) —2(z+vy)

i, com que la suma d’un enter senar i un enter parell és senar, obtenim que x — y és senar.
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4.8. Examen parcial 30/04/2014

231 Definim a R la relacié S per:
zSyesr—yeqQ

a) Proveu que S és una relacié d’equivaléncia a R.

b) Calculeu la classe d’equivaléncia de 0.
Justifiqueu les respostes.
Solucié:

a) S és reflexiva: per a tot x € R, tenim que z —x = 0 € Q. Per tant, xSz.
S és simétrica: suposem que xSy; és a dir: z —y € Q. Llavors y —x = —(z — y) € Q i, per tant, ySz.

S és transitiva: suposem que Sy iySz. Esadir,z—y € Qiy—2z € Q. Com que la suma de nombres
racionals és racional, tenim:

x—z=(x—y)+@y—2) Q.
Per tant, xSz.
b) La classe d’equivaléncia de 0 és el conjunt dels nombres racionals. Efectivament:

O={zeR:250}={zeR:2—-0=2€Q}=Q

232 Definim les aplicacions f, g : Z — Z de la manera segiient:

n?, si n és parell 3n, si n és parell
f(n) = { n) =

(n— 1)27 si n és senar 3n+1, sin éssenar

a) Proveu que per a tot n € Z es compleix (g o f)(n) = 3f(n).
b) Es f una aplicaci6 injectiva? Justifiqueu la resposta.

¢) Es g una aplicacié exhaustiva? Justifiqueu la resposta.

)
)
)
d) Sigui T'= {3k : k € Z}. Calculeu el conjunt f[g—'[T]].
Solucié:

a) Sigui n € Z. Tenim:

si n és parell

(go f)(n) =

), sin és senar

{ n—l
si n és parell
nfl
3f

si n és senar

ja que si n és parell, llavors n? és parell; i, si n és senar, llavors n — 1 és parell i (n — 1)? és parell.

En qualsevol cas, hem vist que (g o f)(n) = 3f(n). Per tant, hem demostrat el que voliem.
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b) L’aplicacié f no és injectiva. Ho demostrem amb un contraexemple: f(2) =22 =4i f(3) = (3—-1)% =
22 = 4, pero 2 # 3.

¢) L’aplicacio g no és exhaustiva. Ho demostrem amb un contraexemple: hem de trobar un enter que
no tingui cap antiimatge. Per exemple, el 2. Observem que les imatges dels enters per g o bé sén
miultiples de 3 o bé son multiples de 3 més 1. En qualsevol cas, no existeix cap enter n tal que g(n) = 2.

d) Els elements de T sén els enters multiples de 3. Calculem primer g~![T7:
g T ={n€eZ:g(n)eT}

Sigui 3k € T. Hem de trobar els enters n tals que g(n) = 3k. Observem que l’equaci6 g(n) = 3k
nomeés té solucié quan n és parell, i llavors g(n) = 3n = 3k té soluci6 n = k si i només si k és parell
(és a dir, si k és senar, I'equacié g(n) = 3k no té solucio). Per tant, el conjunt antiimatge de T per g
esta format pels nombres enters parells:

g T ={2m :m € Z}.
Ara, per definici6 de f, la imatge d’un nombre parell és el seu quadrat. per tant:

flo T = fl{2m:m € Z}) = {f(2m) :m € Z} = {4m? : m € Z} = {0,1,4,9,16,...}.

4.9. Examen final 12/06/2014

233 Volem demostrar que si n € Z, llavors 5n? 4 10 no és el quadrat d’un nombre enter. Ho farem per

reducci6 a ’absurd. Suposem que existeixen n,m € Z tals que 5n2 + 10 = m?.

1) Proveu que 5 | m.
2) Proveu que 5 | (n? +2).

3) Proveu que 72 = 3, a Zs.

Deduiu que si n € Z, llavors 5n2 + 10 no pot ser el quadrat d’un nombre enter.

Solucié:  Suposem que existeixen n,m € Z tals que 5n? + 10 = m2.

1) D’aquesta hipotesi deduim que 5(n?+2) = m?2. Per tant, tenim que 5 | m?; i com que 5 és un nombre
primer, pel lema d’Euclides, obtenim que 5 | m.

2) De lapartat anterior, sabem que 5 | m; és a dir, m = 5k, per a cert enter k. Substituim a la igualtat
de la hipotesi i obtenim:

5n? +10 = m? = (5k)* = 25k>
i si simplifiquem per 5 tenim que: n? + 2 = 5k%; és a dir, 5 | n? + 2.

3) Finalment, considerem la classe de 'enter n? + 2 a Zs, que per I'apartat anterior és miltiple de 5:

Anem a demostrar, per reduccié a I'absurd, que si n € N, llavors 5n? + 10 no és un quadrat. Suposem
que ho és: 5n% + 10 = m?, on n,m € N. Llavors pel que hem demostrat en els apartats anteriors, 3 € Zs
és el quadrat d'una classe. Ara bé, si calculem els quadrats a Zs, obtenim les classes 0,1, 4, pero no la
classe 3. Per tant, tenim una contradiccié.
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234 Una banda de 13 pirates s’apodera d’una caixa de monedes d’or. Després de repartir-les equitati-
vament queda un residu de 8 monedes. Moren 2 pirates, es torna a repartir i es té un residu de 3 monedes.
Desapareixen 3 pirates més, es torna a repartir i es té un residu de 5 monedes. Quin és, com a minim, el
boti dels pirates?

Solucié:  Sigui x la solucié que busquem. Llavors z és I'enter positiu més petit que verifica el sistema
de congruéncies segiient:

z=8 (mod13), z=3 (mod1l), xz=5 (mod )

Observem que els moduls sén primers entre si dos a dos. Llavors hi ha solucid, que és tnica modul el
producte dels moduls mymomsz = 1144. Notem:

m1:13 M1:m2m3:88 y1:4
mo = 11 Mg = mims = 104 Yo = 9
m3:8 M3:m1m2:143 y3:7

on y; és un invers de M; modul m;, per a j = 1,2, 3, calculats usant ’algorisme d’Euclides i la identitat
de Bézout. Llavors la solucié és:

Per tant, la soluci6é és 333 monedes.

235

a) Calculeu totes les solucions enteres de I'equacio 13z — 47y = 10.

b) Trobeu la soluci6 (z,y) de equacié anterior tal que y té el valor negatiu més gran possible.

Solucié:

a) En primer lloc, observem que els coeficients 13 1 —47 son primers entre ells (de fet, 13 i 47 son primers).
Es a dir, med(13, —47) = 1. Per tant, com que 1 | 10, hi ha solucié. Busquem una solucié particular
usant 'algorisme d’FEuclides i escrivint la identitat de Bézout corresponent als nombres positius 13 i
47 i després la modifiquem convenientment.

1 0 1 -1 2 -3 5)
o 1 -3 4 -7 11 -18
3 1 1 1 1 2

47 13 8 ) 3 2 1

La identitat de Bézout és 13- (—18) 4+ 47 -5 = 1. Multiplicant per 10 i canviant de signe el coeficient
de 47, i per tant també del 5, obtenim una solucié particular de ’equacio:

13- (—180) — 47 - (—50) = 10
Per tant, la solucié general és:

@ = —180 — (—47)t = —180 + 47t
y = —50+ 13t

ont € Z.

b) Busquem ara la solucié (z,y) que tingui la y negativa més gran possible. Volem que y < 0; és a dir:

50
y<0<:>—50+13t<0<:>t<1—3%3,8@t§3
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lultima equivaléncia és certa perqué ¢ és un enter. Ara bé la funcio f(t) = —50 + 13t és una funcié
estrictament creixent (per exemple, perqué la primera derivada és sempre positiva). Per tant, si
t1 < to, llavors y; = —50 + 13t; < yo = —50 + 13t5. Per tant, el valor negatiu més gran de y s’obté

per at=31ésy= —11. El valor corresponent de la  quan t = 3 és x = —39.

Una altra solucio: sabem que y = —50 + 13t, amb ¢ € Z; és a dir y = —50 = 2 (mod 13). I lenter
negatiu més gran congruent amb 2 modul 13 és 2—13 = —11, que correspon al valor de ¢ = 3, obtenint
que x = —39.

4.10. Examen de recuperaci6 del primer parcial 12/06/2014

236 Demostreu per inducci6é que per a tot n > 0:
> ok 2k 41) -k =(n+1)!-2 -1
k=0

Indiqueu clarament, al pas inductiu, quina és la hipotesi d’induccié i el que volem demostrar.
Solucié:

Pas base: per a n = 0, tenim:
0
> ook (2k+1)-k=2-1-0=1
k=0

D’altra banda: (04 1)!-207t —1=2-1=1.

Pas inductiu: fixem un natural m > 0 i suposem que la propietat és certa per a m (hipotesi d’induccio):
m
S o2k (2k+1) -kl =(m+1)-2mT —1
k=0

Volem demostrar que la propietat també és certa per ’enter m + 1; és a dir, volem demostrar que:

m—+1
D2k 2k +1) -kl =(m+2)-2m 1
k=0

Tenim:

m—+1 m
S ook @k 1)k =) 28 (2k+ 1) k! + 27 (2m + 3)(m + 1)!

m+ 1) 27T — 1) 4 27 (2m + 3) (m + 1)! (per H.I)
m+1)!- 2m+1(2m +4)—1
= (m+1)!.2m*h. (m+2) -1
m+2)!-

Pel principi d’induccié, la propietat és certa per a tot nombre natural n > 0.

237

a) Siguin p, ¢, r lletres proposicionals. Quina de les féormules proposicionals segiients és una tautologia?

D ((pveg) —=r)=>((p—=>r)Vig—r)
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2) (p—=r)vig—r) = ((pVe —r)

b) Siguin a,b,c € Z. Proveu que si a + b = ¢, llavors almenys un dels enters a, b o ¢ és parell.

Solucié:

a) Construim les taules de veritat de les dues formules. Sabem que una férmula proposicional és una
tautologia si a la seva taula de veritat semper tenim el valor 1. Siguin:

a=((pVeg —=r)=>(p—=>r)Vig—r))
B=(p—=r)V(g—r)—=((pVe —r)

Les taules sén:

plaglr|pVg|lpVeg—or|p—=rig—=r|(p—=r)Vig—=r)|al|p
0[0]0 0 1 1 1 1 1|1
0(0]1 0 1 1 1 1 1|1
0[11]0 1 0 1 0 1 110
0111 1 1 1 1 1 111
1100 1 0 0 1 1 10
1101 1 1 1 1 1 1|1
1|10 1 0 0 0 0 1|1
111 1 1 1 1 1 111

Observem que la férmula a sempre té valor de veritat 1, mentre que 8 de vegades té el 0. Per tant, o
és una tautologia i 8 no ho és.

b) Siguin a,b,c € Z tals que a + b = ¢. Volem demostrar que a és parell o b és parell o ¢ és parell. Ho
fem per reducci6 a I’absurd. Suposem que la negaci6 del que volem demostrar és certa. Es a dir,
suposem que a és senar i b és senar i ¢ és senar. Llavors la suma a + b és un nombre parell i tenim
una contradiccio.

4.11. Examen de recuperaci6 del segon parcial 12/06/2014

238 Definim a R? la relacié S de la manera segiient:
(a,0)S(c,d) ©a+b=c+d

a) Proveu que S és una relacio d’equivaléncia.
b) Calculeu la classe d’equivaléncia de 1’element (3,1) i descriviu-la geométricament.

c) Sigui D = {(x,y) € R? : y = x}. Proveu que per a cada classe d’equivaléncia [(a,b)], la interseccio
D N (a,b)] té nomeés un element i trobeu-lo.

Solucié:

a) Per a tot (z,v), (a,b), (c,d) € R?, es compleix:

o (x,y)S(z,y), ja que x +y = x + y; per tant, S és reflexiva.
e Si (2,9)S(a,b), lavors = +y = a + b i, per tant, (a,b)S(z,y). Es a dir, S és simétrica.

e Si(z,y)S(a,b)i(a,b)S(c,d), llavors tenim que z+y = a+bia+b = c+d; per tant, +y = c+d
i conseqiientment (z,y)S(c,d). Per tant, S és transitiva.
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b) Tenim:
[(3,1)] = {(z,9) € R* : (z,y)S(3, )} ={z,9) e R* : 2 +y =3+ 1 =4}

Per tant, la classe d’equivaléncia de (3, 1) esta formada pels punts (z,y) de R? que satisfan x +y = 4.
Es a dir, [(3,1)] és la recta d’equacio = 4+ y = 4.

¢) En general, la classe d’equivaléncia de (a,b) és la recta d’equacié © + y = a + b. D’altra banda, el
conjunt D és la recta d’equacié y = x. Per tant, hem de demostrar que la recta y = x talla la recta
41y =a+ben un punt. Pero si resolem el sistema d’equacions, tenim que z =y = (a + b)/2. Es a
dir, per a cada classe [(a, b)], la interseccid amb el conjunt D és:

Dﬂ[(a,b)]:{(a;b,a;b>}

239 Definim I'aplicacié f : R? — R? per la féormula segiient:

f(if,y) = ({,C—f—y,fb—y)
a) Proveu que f és una aplicacio injectiva.
b) Proveu que f és una aplicacié exhaustiva.

c¢) Justifiqueu que f té inversa i trobeu-la.

d) Calculeu f~1(6,2).

Solucié:

a) Hem de demostrar que per a tot (z,y), (z,y") € R?, si f(z,y) = f(z’,y), Navors (z,y) = (z/,v").
Tenim:

flay)=f" )= (@+yz—y) = (" +y 2" —y)
szct+y=a2+y Nox—y=a" -y (1)
=22 =21 A 2y=2y
sz=a ANy=y
(1): sumant i restant terme a terme.
Per tant, f és injectiva.
b) Hem de demostrar que per a tot (z,t) € R?, existeix (z,y) € R? tal que f(z,y) = (z,t). Plantegem
Pequacié f(z,y) = (z,t) i aillem z,y en funcio de z,t:
rT+y==z
r—y=t

Sumant i restant terme a terme, obtenim 2z = z+t 12y = z—t; per tant: z = (z+1t)/2iy = (2 —1)/2.
Conclusié: donat (z,t) € R?, tenim que:

z+t z—1
f< 9 ' 9 >(Z,t)

Per tant, f és exhaustiva. Observacid: com que donat (z,t) hi ha solucié unica en (x,y), deduim que
f, a més, és injectiva.
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c¢) Dels dos apartats anteriors, deduim que f és una aplicacié bijectiva (és injectiva i exhaustiva). Per
tant, f té inversa. L’aplicacio inversa f~! satisfa, per definicié:

fﬁl(z@t) = (:Z?,y) g f(xvy) = (th)

Per tant, plantegem lequacio f(x,y) = (z,t) i aillem z,y en funcié de z,t. De lapartat anterior,
tenim que x = (z +1¢)/2 1y = (2 —t)/2; és a dir:

_ z+1t z—-1
fl(zvt):< 9 ' 9 )

d) Per a calcular f~1(6,2) podem substituir (6,2) a la formula que obtingut de f~1:

4.12. Examen final de reavaluaci6é 11/07/2014

240

1) Se sap que la proposicié Vz € X (A(x) — B(x)) és certa. Considerem els conjunts:
U={zeX|A(z)}, V={xe X|B(x)}.
Raona quina de les inclusions segiients és certa: U CV o V C U.
2) Sigui f: R — R, f(x) = 23 + 2. Demostreu:

Va € R(a # 0= f(a) #0)

3) Demostreu que 15-2" =1 (mod 7), per a tot n natural i maltiple de 3.

Solucié:

1) Tenim, per hipotesi, que, per a qualsevol z € X, si A(z) és certa, és a dir, si € U, llavors també
B(z) és certa, és a dir, x € V. Per tant, tenim que U C V.

2) Demostrem el contrareciproc:
fla)=0=d*+a=0=a(a®*+1)=0=a=0,
donat que a® + 1 no s’anulla a R.

3) Passem a Z7. Escrivim n = 3k, amb k € N:

241 Una relaci6 binaria R en un conjunt A és circular quan es compleix:
Ya,b,c € A(aRbAbRc = cRa)

Proveu:

1) Si R és d’equivaléncia, llavors és circular.
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2) Si R és reflexiva i circular, llavors és simétrica.

3) Si R és reflexiva i circular, llavors és d’equivaléncia.

Solucié:

1) Si a,b,c son elements qualssevol de A:
aRb ANbRc = aRc = cRa.
La primera implicacié perqué R és transitiva i la segona perqué R és simétrica.
2) Si a,b son elements qualssevol de A:
aRb = aRb A bRb = bRa.
La primera implicacié perqué R és reflexiva i la segona perqué R és circular.

3) Per 2) és simeétrica, per tant és suficient amb provar que és transitiva. Si a, b, ¢ sén elements qualssevol
de A:

aRb ANbRc = cRa = aRc.

La primera implicacié perqué R és circular i la segona perqué R és simétrica.

242 Es dona el sistema de congruéncies segiient:

x=a (mod m)

x=b (mod n)
1) Demostreu que el sistema té solucio si, i nomes si, es compleix d | a — b, éssent d = mcd(m, n).
2) Deduiu que el sistema:

x=1 (mod 12)
x=b (mod 14)

té solucio si, i només si, b és senar.

3) Resoleu el sistema anterior quan b = 17.

Solucié:

1) El sistema té solucio en x si, i només si, existeixen r,s € Z tals que x = a + mr = b+ ns i 'equacio
diofantica ns — mr = a — b té soluci6 si i només si d | a — b, on d = med(m, n).

2) Si apliquem el resultat de 1), i donat que d = med(12,14) = 2, tenim que el sistema té solucio si, i
només si, 2 | 1 — b, la qual cosa equival evidentment a que b sigui de la forma b =142t,t € Z; és a
dir, que b sigui senar.

3) El sistema té solucié perqué 17 és senar. Resolem 1+ 12r = 17 + 14s, és a dir 6r — 7s = 8. Passant a
Zg, tenim: —5 =2, dons=—-2=14,1 s és de la forma s =4+ 6t, t € Z.

Finalment, les = soluci6 del sistema son: o = 17 + 14s = 17 + 14(4 4 6t) = 73 4 84¢, t € Z.
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5.1. Examen parcial 16/10/2014

243 Considerem la proposicio P segiient:

Per a tots els enters m in, si m —n és maultiple de 4, aleshores m? —n? és maltiple de 4.

a) Formalitzeu la proposicio P. (Totes les variables prenen valors enters.)

b) Negueu expressié que heu obtingut a l'apartat anterior. (No poden quedar quantificadors negats
directament.)

¢) Proveu que la proposicio P és certa. Indiqueu quin métode de demostracié utilitzeu.

d) Considereu la proposicié R segiient:

Per a tots els enters m in, si m?* —n? és mailtiple de 4, aleshores m — n és mailtiple de 4.

Qué hem de fer si volem provar que R és falsa? Proveu que R és una proposici6 falsa.

Solucié:

a) Hi ha diverses maneres de formalitzar aquesta proposicié. En primer lloc, per a indicar que l’enter
x és multiple de 4, podem escriure ‘4 | 2’ 0 bé usar un predicat com ara Q(z): ‘a és multiple de 4’.
Per a les variables quantificades, podem indicar que I'univers de discurs és el conjunt dels enters o bé
expressar directament que son elements de Z. Aqui hi ha algunes solucions:

Vm,n (4| (m—mn) — 4| (m? —n?))
vim, n (Qm — n) > Q(m — n?))

Vm,n €Z (4] (m—n) — 4| (m?—n?))
Vm,n € Z(Q(m —n) — Q(m? —n?))

b) Si usem la tercera expressié de ’apartat anterior, obtenim:
“Vm,n €Z 4| (m—n) —=4|(m?*—n?)=ImncZ4]|(m—n)Ad f(m?*—n?)
c¢) Farem una demostracié directa. Siguin m,n nombres enters tals que m — n és miltiple de 4. Volem
demostrar que m? — n? també és mltiple de 4.
4| (m—n) e 3k eZ(m—n=4k) (per definicio)
=m?—n?=(m+n)(m—n)=(m+n)-4k (per hipotesi)
=m?—n?=4-((m+n)k)

Per tant, m? — n? és també un multiple de 4.

106
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d) Per a demostrar que R és falsa, hem de provar que la seva negacio és certa. Es a dir, hem de provar

que existeizen enters m,n tals que m? — n? és multiple de 4, perd m — n no és multiple de 4; és

a dir, un contraexemple. Provant per a diversos valors petits de m i n trobem, per exemple, que
m =4 1 n = 2 funcionen. En efecte, si m =4 in = 2, llavors m — n = 2, que no és multiple de 4, i
m? —n? =42 - 22 =16 — 4 = 12, que si és miltiple de 4.

244  Calculeu el valor de lenter positiu n sabent que:

n

> (3k + 5) = 1005.

k=—n

Solucié:  Tenim:
D Bk+5)=3 > k+ > 5
k=—n k=—n k=—n

La primera suma es pot expressar aixi:

3. Zn: k3<i k+zn:k) :3~zn:(fk+k):3~0:0

k=—n k=—n k=1 1

ila segona és:

i 5=502n+1)

k=—n

Per tant, hem de resoldre I'equaci6 5(2n + 1) = 1005 i la soluci6 és n = 100.

Solucio 2: Una altra manera és aplicar la formula de la suma de termes consecutius d’una progressio
aritmeética. La successio ax = 3k + 5 és una progressio aritmética de diferéncia 5. Per tant, la suma que
hem de calcular és la suma de 2n + 1 termes consecutius d’aquesta progressié6 amb primer terme igual a
—3n + 5 i ultim terme igual a 3n 4+ 5. Per tant:

n

C((-3n+5)+(Bn+5)(2n+1)  102n+1) B
> (Bk+5) = 5 = 5 =5(2n+1) = 1005

k=—n

d’on obtenim que n = 100.

5.2. Examen parcial 17/11/2014

245 Siguin X = {1,2,3,4} 1 Y = {4}. Considerem al conjunt P(X) de las parts de X la relaci6 R
definida per:

ARB< AUY =BUY

a) Proveu que R és una relacio d’equivaléncia.
b) Trobeu totes les classes d’equivaléncia.

¢) Trobeu el conjunt quocient P(X)/R.

Solucié:



108 Examens resolts de Fonaments Matematics

a) Una relaci6 és d’equivaléncia si és reflexiva, simétrica i transitiva.

e R és reflexiva. Sigui A € P(X). Per definici6 A R A si, i només si, AUY = AUY, que és cert.
Per tant, R és reflexiva.

e R és simétrica. Siguin A, B € P(X). Si AR B, llavors AUY = BUY; per tant, BUY = AUY.
Es a dir, B R A.

e R és transitiva. Siguin A, B,C € P(X). Si ARBiBRC, llavors AUY = BUY i BUY = CUY.
Per tant, AUY = C UY i aixo vol dir que A R C.

b) Escrivim, en primer lloc, el conjunt P(X):

P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3, 4},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

Per definicio de classe d’equivaléncia, si A € P(X), llavors:
[A|={BeP(X):BRA}={BeP(X): BU{4} = AU {4}}
Tenim:
0] ={B:BU{4} =0U{4} = {4}} = {0,{4}}
(] ={BecPX): BU{4} = {1} U{4} ={1,4}} = {{1}, {1, 4}}
{2} ={B e P(X): BU{4} = {2} U{4} = {2,4}} = {{2},{2,4}}
(BN ={BeP(X): BU{4} = {3} U{4} = {3,4}} = {{3}, {3,4}}
{1,2}] ={B e P(X): Bu{4} ={1,2} U {4} ={1,2,4}} = {{1,2},{1,2,4}}
{1,3}] ={BeP(X): Bu{4} ={1,3} U {4} ={1,3,4}} = {{1,3},{1,3,4}}
2,3} ={BeP(X): BU{4} ={2,3}u{4} ={2,3,4}} = {{2,3},{2,3,4}}
] (X)

{1,2,3}] ={BeP(X): Bu{4} ={1,2,3}U{4} ={1,2,3,4}} = {{1,2,3},{1,2,3,4}}

Es a dir, hi ha tantes classes d’equivaléncia com subconjunts de {1,2,3}, és a dir, tantes com elements

de P({1,2,3}).

¢) Per definicio, el conjunt quocient és el conjunt que té per elements les classes d’equivaléncia. En aquest
cas, el conjunt quocient té exactament 8 elements:

P(X)/R={[A]: A e P(X)} = {10], {1}], {2}], [{3}], {1, 23], ({1, 33], [{2, 3}, [{1, 2, 3}]}

246 Proveu per induccié que si n > 2, aleshores:

ﬁ oLy _1tn
k2]  2n
k=2
Indiqueu clarament, en el pas inductiu, quina és la hipotesi d’induccié i qué hem de demostrar.
Solucié:
Cas base n = 2. Tenim:

2
H 1fi :1,i:§
k? 22 4

k=2

. 142 .
que és igual a 5.9 Per tant, la propietat és certa per a n = 2.
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Pas inductiu. Fixem un enter n > 2 i suposem que la propietat és certa per a n:

- 1
H (1 - ) _ 1t (hipotesi d’induccio)

2n

Volem demostrar que la propietat és certa per a 'enter n + 1; és a dir, volem veure que:

( #) (i)

= 2 1- o +11) ) (per hipotesi d’induccio)
_ (1+n)((n+1)2-1)
2n(n +1)2
~n(n+1)(n+2)
2n(n +1)2
n+2
2(n+1)

Tenim:

3
—x
-
7N

—

|
-
N————

||

Per tant, pel principi d’induccié, la propietat és certa per a tot enter n > 2.

5.3. Examen final 14/01/2015

247 Considerem laplicacio f : Zgg — Zgo definida per f(z) = 2-7 + 1. Siguin A = {1,3,22,43} i
B = {3,50}.

a) Calculeu els conjunts f[A] i f~1[B].
b) Es f injectiva? Es f exhaustiva?

c¢) Comproveu que f[AN f~1[B]] = f[A] N B.

Solucié:

) Tenim f4] = {(1), (). /(22), {(TB) = {3.7,75), perques (1) =2-T+T=5; f3) =23+ 1T,
f(22) =2-.22+4+1 = 45; f(43) = 2-43+ 1 = 7. D’altra banda, per a calcular f~![B], hem de
resoldre les equacions 2 - x+7=§12 T+1=50. Tenim: 2-T+1 =3« 2-% = 2. Perd com que

mced(2,80) = 2 # 1, no podem simplificar el coeficient 2 (la classe 2 no té inversa a Zgg). No obstant,
podem escriure aquesta igualtat en forma de congruéncia i tenim:

2. 7=2&2r=2 (mod80)< x=1 (mod 40)

Per tant, les solucions de 2-T =2 s6n T =117 = 41 (perqué 1 i 41 s6n els tnics enters entre 0 i 79
que sén congruents amb 1 modul 40). Per tant: f~1[{3}] = {1,41}.

Considerem ara l’equacié 2 - + 1 = 50:
2.7+1=502-7=49<22=49 (mod 80) = Jy € Z (2z + 80y = 49)

Perd aquesta ultima equacié diofantica no té solucié perqué med(2,80) =2 }49.
Per tant: f~![B] = {1,41}.
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b) A l'apartat anterior hem vist que f(3) = f(43) = 7. Per tant, f no és injectiva. També hem comprovat
que la classe 50 no té antiimatge. Per tant, f no és exhaustiva.

¢) Tenim: AN f~1[B] = {1,3,22,43} N {1,241} = {1}, f[An f~'B]] = f[{I}] = {3}. Daltra banda
FIA]N B = {3,7,35) N {3,50} — {3).

248 Calculeu 21456¢140 (mod 101).

Solucié:  En primer lloc, 21456 = 44 (mod 101). En segon lloc, observem que 101 és un nombre primer
(perqué no és divisible per 2,3,5,7, que son els primers més petits o igual que \/ﬁ) Per tant, podem
aplicar el teorema de Fermat: si 101 [ a, llavors a'®'~1 = ¢!%° =1 (mod 101). Ara dividim 'exponent
16140 entre 100: 16140 = 100 - 161 + 40. Resumint, tenim:

214560140 = 4410140 = (44199)161 . 4440 = 1. 44%°  (mod 101)
Ara hem d’escriure Pexponent 40 en base 2: 40 = 25 4 23. Posem by = 44 i calculem b; = b?_,, per a
i=1,...,5

bo =44, by =442 =17, by = 172 =87, by =872 =95, by = 952 = 36, by = 36° = 84
Finalment: 4440 = b5 - b3 = 84-95 =1 (mod 101). Es a dir: 2145661 =1 (mod 101).

249

a) Siguin a,b € Z i p,q nombres primers diferents. Demostreu que a = b (mod pgq) si, i només si, a = b
(mod p)ia=b (mod q).

b) Calculeu les solucions de 22 =4 (mod p), on p és un nombre primer senar.

¢) Proveu que la congruéncia x> = 4 (mod 35) té 4 solucions modul 35. Trobeu les solucions de la
congruéncia que siguin diferents de =2 (mod 35) i de = —2 (mod 35).

Solucié:

a) Suposem que a = b (mod pq). Per definicio, tenim que pq | (a — b). Perd p | pq i, per la propietat
transitiva de la relacié de divisibilitat, deduim que p | (a — b). De la mateixa manera, obtenim que
q | (a—D0). Per tant a =b (mod p) i a = b (mod ¢). Reciprocament, suposem que a = b (mod p) i
a=0b (mod q). Llavors, per definicio, tenim que p | (a — b) i ¢ | (a — b). Per una propietat del minim
comt multiple, obtenim que mem(p, q) | (a — b). Perd com que p i ¢ sén primers, mem(p, ¢) = pq.

b) Sigui p un primer senar. Si #2 =4 (mod p), llavors p | (22 —4) = (x — 2)(x +2). Pel lema d’Euclides,
pl(@—2)op|(z+2). Pertant, x =2 (mod p) o x = —2 (mod p). D’altra banda, és obvi que x = 2
i x = —2 s6n solucions de la congruéncia.

c¢) Observem que 35 = 5-7 i que 51 7 sén primers senars. Pel primer apartat, tenim que 22 = 4 (mod 35)
és equivalent a 22 =4 (mod 5) i 22 =4 (mod 7). Pel segon apartat, les solucions de 22 =4 (mod 5)
son x =2 (mod 5) i = —2 (mod 5) i les solucions de 22 =4 (mod 7) son # =2 (mod 7) i z = —2
(mod 7). Per tant, les solucions de la congruéncia z? = 4 (mod 35) sén les solucions dels sistemes
Xinesos segilients:

x=2 (mod 5) x=2 (mod 5) x=-2 (mod 5) x=-2 (mod5)
x=2 (mod7) =-2 (mod?7) x=2 (mod7) x=-2 (mod7)

Cada sistema té soluci6 tnica, perqué els moduls soén primers entre ells. Per tant, hi ha 4 solucions.

El primer i dltim sistemes tenen per solucié x = 2 (mod 35) i * = —2 (mod 35), respectivament.
Resolem els altres dos.

a; 21 -2 a; —212

m; 5 7 m; 5 7

M;||7| 5 M; || 7|5

vi ||[3] 3 yvi || 313
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Per tant, la soluci6 del segon sistema (primera taula) és x = a; Myy; + aaMays = 12 (mod 35) i la
soluci6 del tercer sistema (segona taula) és © = a1 Miy1 + asMays = 23 (mod 35)

5.4. Examen de recuperacié del primer parcial 14/01/2015

250

1) Sigui n € N. Proveu l'equivaléncia segiient: n és parell < n?® és parell.

2) Proveu que V/2 és irracional. (Podeu usar I'apartat anterior, si és necessari.)

Solucié:

1) Siguin € N.
(=) Suposem que n és parell. Volem demostrar que n® és parell. Si n és parell, llavors n = 2k, per a

algun k € N. Aleshores n® = (2k)® = 8k3, que és parell. (Demostracié directa.)

(<) Demostrem el contrareciproc: si n és senar, llavors n® és senar. Suposem que n és senar. Llavors

n =2k + 1, per a cert k € N. Llavors n® = (2k + 1)3 = 8k3 + 12k% + 6k + 1 = 2(4k> + 6k* + 3k) + 1,
que és senar.

2) Per reducci6 a I'absurd. Suposem que /2 és racional. Podem escriure v/2 = a/b, on a,b € N, b # 0
i med(a,b) = 1 (fracci6 irreductible). Llavors 2b® = a®, d’on deduim que a® és parell. Per I'apartat
anterior, a és parell. Per tant, a = 2k, amb k € N. Elevant al cub, substituint i simplificant, obtenim:
b3 = 4k3. Per tant, b> també és parell i, també per I’apartat anterior, b és parell. Ara tenim que a i b
son parells i d’altra banda mcd(a,b) = 1, per hipotesi. Contradiccié. Per tant, /2 és irracional.

251 Considerem la proposici6 segiient: “Hi ha un nombre natural que és més petit o igual que tots els
nombres naturals”.

a) Formalitzeu la proposici6 anterior, tenint en compte que: 'univers de discurs és el conjunt dels nombres
naturals; podeu usar els quantificadors i connectives logiques, el simbol < i les variables que siguin
necessaries.

b) Negueu la formalitzacié que heu obtingut a I'apartat anterior (a l'expressio final no hi pot aparéixer
el simbol de negacio).

Solucié:  La proposicio “Hi ha un nombre natural que és més petit o igual que tots els nombres naturals”
es pot formalitzar aixi: JxVy (z < y), on s’entén que 'univers de discurs és N. També podem escriure:
Jz € NVy e N(z < y).

La negacio6 és:

—JzVy(x <y)=VaeVy(z <y)=VrIy-(z <y)=VzIy(z >vy)

5.5. Examen de recuperaci6 del segon parcial 14/01/2015

252  Sigui n > 1 un nombre enter. Considerem el conjunt X = {1,2,...,n}. Considerem a P(X) la
relacio R definida per: A R B si, i només si, |A| = |B|. (JA| denota el cardinal del conjunt A.)
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a) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.
b) Trobeu la classe d’equivaléncia de {1,3,4,5} quan n = 5.

¢) Trobeu el conjunt quocient P(X)/R i digueu quants elements té.

Solucié:

a) Provem que R és d’equivaléncia.

e R és reflexiva: per a tot A € P(X), tenim que |A| = |A|; per tant, ARA.

e R és simétrica: si A,B € P(X) i ARB, llavors |A| = |B| i per tant |B| = |A|; és a dir BRA.

e R és transitiva: si A,B,C € P(X) i ARB i BRC, llavors |A| = |B| i |B| = |C|. Per tant,
|A| = |C|; és a dir ARC.

b) Siguin X = {1,2,3,4,5} i A= {1,3,4,5}. Llavors:
[A]={B e P(X): BRA} ={BeP(X):|B|=|A| =4}
Es a dir, els elements de la classe de A son els subconjunts de X de cardinal 4:
[A] = {{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5,},{1,3,4,5},{2,3,4,5}}
c) El conjunt quocient P(X)/R és:

P(X)/R={[A]: AcP(X)}

Com que dos subconjunts de X estan relacionats si tenen el mateix nombre d’elements, per a cada
possible cardinal hi ha una classe d’equivaléncia. Per tant, el conjunt quocient té n 4+ 1 classes
d’equivaléncia, una per a cada cardinal k tal que 0 < k < n.

253  Proveu que si n > 1, llavors Y ,_, k5% = (5 + (4n — 1)5""1)/16.

Solucié:  Ho provem per inducci6 sobre n > 1.
Pas base: n = 1. Tenim: Z}lc:1 k5% =5 i d’altra banda (5 + (4n — 1)5"*1) /16 = 5, si n = 1.

Pas inductiu: suposem que n > 11 que:

4 —1)5nt+1
Z ksk = 5+ (n—1)5 (hipotesi d’induccio)

16

Volem demostrar que:

"Z*:IW 5+ (4n + 3)5m+2
16

Tenim:
n+1

k5F = k5 4+ (n+1)57H
> Z
k=1

n+1
- 5 i (4”1_6 D5 g 15 per H.I.
5+ (4n — 1)5" 1 +16(n + 1)5"+
16
5+ (20n 4 15)5"+1
16
5+ 5(4n + 3)5 !
16
5+ (4n + 3)5"*2

16
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Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

5.6. Examen final de reavaluaci6é 6/02/2015

254  Considerem l'aplicaci6 f : Z15 — Z15 definida per f(Z) = bx.

1) Calculeu els conjunts f[Zi5] i f~*[{0}].
2) Estudieu si f és injectiva o exhaustiva.

3) Demostreu que fo fo f=f.

)
)
)
4) Considerem la relacié R en Zi5 definida per TRy si, i només si, f(z) = f(7).

a) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.

b) Trobeu totes les classes d’equivaléncia.

255 Siguin A, B i C conjunts.

1) Demostreu que si ANB =0, ANC=0iBNC =0, llavors AN BNC = (. Indiqueu quin métode
de demostraci6 utilitzeu i justifiqueu els passos.

2) Escriviu el reciproc de la implicacié anterior. Es certa aquesta implicacié? Per qué? Justifiqueu la
resposta.

3) Considerem la propietat: “si A # () i A C BU C, aleshores BN C # ()". Es certa o falsa? Justifiqueu
la resposta.

256 Proveu per induccié que si n > 1, llavors:

273+22732+.“+2n73n:2n+272¢

257 Trobeu l'enter positiu z més petit tal que:

x =425 (mod 23), z =145 (mod 51), x=293 (mod 91)

258 Considerem el polinomi p(z) = x192* + 2512 4+ 2256 + 1. Calculeu p(23) modul 251.

5.7. Examen parcial 23/03/2015

259 Considerem la proposicié P segiient:

Tot enter és tal que la seva meitat és entera o la seva meitat sumada amb 0,5 és entera.

a) Formalitzeu la proposicio P. (Totes les variables prenen valors enters.)

b) Negueu 'expressié que heu obtingut a ’apartat anterior. (No poden quedar quantificadors negats
directament.)
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¢) Indiqueu quina seria la hipotesi si volem demostrar la proposicié P utilitzant el métode de reduccio a
I’absurd.

d) Proveu que la proposicio P és certa. Indiqueu quin métode de demostracio utilitzeu.

Solucié:

a) Si prenem 'univers de discurs com a el conjunt dels nombres enters Z, llavors podem escriure:

x T 1
A — €LV -+ - €
3:(26 2—!-26)

b) Per tant, la seva negaci6 sera:

T rz 1 T r 1
= —€ZNVN=-+-€Z|=Jx |=¢ZN=-+=¢Z
Va:(2€ v2+2e> z(2¢ A2+2¢>

¢) El metode de reduccié a 'absurd comenga suposant que la proposicié que volem demostrar és falsa.
Es a dir, la hipotesi que s’ha de plantejar és:

T

Jo (;cgéZ/\Q—i—;géZ)

d) Fem una prova directa. Sigui € Z. Volem demostrar que o bé x/2 és un enter o bé que x/2 4 1/2
és un enter. Com que el que volem demostrar és una disjuncid, neguem una de les clausules i provem
Paltra. Suposem doncs que x/2 no és un enter. Aixo és equivalent a dir que x és un nombre senar.
Per tant, existeix un enter k tal que z = 2k + 1. Ara tenim:

x 1 2k+1+1 2k+2

4z = =k+1ecZ
2+2 5 3 k+1€2Z,

com voliem demostrar.

També podem fer una demostracié per casos, depenent de la paritat de lenter xz. Cas que z sigui
parell: llavors existeix un enter k tal que x = 2k. En aquesta situacio, tenim que z/2 = k € Z.
Cas que z sigui senar: llavors existeix un enter k tal que x = 2k + 1. En aquest cas, tenim que
x/2+1/2=(2k+2)/2=k+1€Z.

260 Proveu per induccio que si n > 2, llavors:

~ 1 (n—1)(3n+2)
Zi2—1_ dn(n+1)

=2

Solucié: Pas inicial: n = 2. Efectivament, tenim d’una banda:
2

1 1
Zi2—1:§

1=

i d’altra banda, si n = 2:

(n—1)Bn+2) 1

dn(n+1) 3
Pas d’induccié: fixem un enter n > 2 i suposem (hipotesi d’induccid) que:
n

1 (n-1)(3n+2)
Zi2—1_ dn(n+1)

=2
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Volem demostrar que:

(s n(3n +5)

21‘2*1 T An+ H(n+2)

=2

Tenim:

n+1 n

1 1 1
Z2‘2—1:Zi2—1+(n+1)2—1

=2 =2

(n—1)(3n+ 2) 1 A .
= In(n+ 1) + CESIEES per hip. d’induccié
(n—1)(3n+2) 1
dn(n+1) n(n+2)
(n—1)(3n+2)(n+2) 4(n+1)1
dn(n+1)(n+2) dn(n+1)(n+2)
_ 3n3 + 5n?
~dn(n+1)(n+2)
~ n*(3n+5)
~dn(n+1)(n+2)
_ n(3n+5)
4(n+1)(n+2)

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 2.

5.8. Examen parcial 11/05/2015

261

1) Construiu dos conjunts A i B que compleixin totes les condicions segiients: A C B; A€ B; ANB =
{1}.

2) Siguin A, B i C conjunts tals que A C B C C. Demostreu que:
C\A=(C\B)U(B\A).
3) Siguin X ={1,2,3,4} i M = {1,2}.

a) Escriviu per extensio el conjunt P(X).

b) Definim aplicacio:
f:P(X) = P(X), f(A)=AnM.

Estudieu si f és injectiva i si f és exhaustiva.

Solucié:

1) Com que A C B, tenim que AN B = A. Per tant, A = {1} i1 € B. A més, es demana que A € B.
Per tant B = {1,{1}} i A = {1} és una possible solucio.
2) Sigui z € C. Tenim:
z€(C\B)UB\A) e (zxeCArx¢B)V(zreBArx ¢ A
SxelCVzeB)A(zeCVaxg A)A
(x¢ BVxeB)A(x¢ BVa ¢ A)
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Arabé: x € CVz € Bésequivalent ax € C, jaque BC C;x € CVa ¢ A és, per definicio, equivalent
are€C\A;x¢ BVx e B éssempre cert; iz ¢ BV ¢ A ésequivalent a © ¢ A, ja que A C B. Per
tant, hem vist:

x€(C\B)U(B\A) e xzeC\ A

3) Siguin X = {1,2,3,4} i M = {1,2}.

a) P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2,3}, {2, 4}, {3,4}, {1, 2,3}, {1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}, X}
b) Observem que f(A) = ANM C M, per a tot A € P(X). Per tant, f no pot ser ni injectiva ni
exhaustiva. Per exemple: f({1}) = f({1,3}) = {1}. Per tant, no és injectiva. A més, no hi ha cap
A € P(X) tal que f(A) = {4}, per exemple, ja que {4} no és un subconjunt de M.

262 Definim a R — {0} la relacié:

1

aRbsa——=0b—
a

S| o=

1) Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia.

3) Calculeu la classe d’equivaléncia d’un nombre real no nul a.

4

)
2) Proveu que si a R b, llavors (a — b)(ab+ 1) = 0.
)
) Escriviu el conjunt quocient.

Solucié:

1) Reflexiva. Tenim que a — 1/a = a — 1/a. Per tant a R a.
Simétrica. Sia Rb, llavors a — 1/a = b —1/b. Per tant, b —1/b = a — 1/a i aixo vol dir que b R a.

Transitiva. SiaRbibRc,llavorsa—1/a=b—1/bib—1/b=c—1/c. Per tant,a—1/a=c—1/c
i aixo vol dir que a R c.

Per tant, R és una relaci6 d’equivaléncia.
2) Tenim:

1 - a?—1 -1

b a b
sba®—1)=a®—-1) < ba* —ab®> —b+a=0
< (a—b)ab+ (a—b)=0< (a—Db)(ab+1)=0

aRb@a—lzb
a

3) Per definicio:
[a] ={x e R—{0}: 2 Ra}

Perd acabem de demostrar a I'apartat anterior que si z R a, llavors (z — a)(za + 1) = 0. Per tant,
tenim que obé x =aobéza+1=0. Esadir, z =a 0oz = —1/a. Comprovem ara que (—1/a) R a:

(—1/a)—%/a :—é-i-a

Conclusié: [a] = {a,—1/a}.

4) El conjunt quocient és el conjunt format per les classes d’equivaléncia:

(R—{0})/R={[a] :a e R—{0}} ={{a,—1/a} : a € R—{0}}.
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5.9. Examen final 09/06/2015

263 Trobeu 'enter positiu z més petit tal que:

x=5 (mod7), z=12 (mod8), =13 (mod9), =16 (mod 11)

Solucié:  En primer lloc, observem que els moduls son primers entre ells dos a dos. Per tant, el sistema
de congruéncies té solucid, que és tinica modul 7-8-9- 11 = 5544. Una possible solucié ve donada per la
férmula:

4
r= Z M;y;a;
i=1

onmy =17, mg=28,mg=09 my =11; M; :Hj#mj; M;y; =1 (mod m;), perai=1,...,4;1ia; =5,
as = 12 =4 (mod 8), a3 = 13 =4 mod 9iay = 16 =5 (mod 11). Per a calcular els y;, apliquem
Palgorisme d’Euclides i escrivim la corresponent identitat de Bézout dels parells (M;,m;), i = 1,...,4.
Tenim:

7179215 | 3960
8 693 | 5 | 4 | 13860
9 | 616 | 7| 4 | 17248
11 | 504 | 5 | 5 | 12600

Els calculs dels y; és com segueix:

792y =1 (mod 7)< y; =1 (mod7)

693y2 =1 (mod8) < 5y; =1 (mod 8) <y =5 (mod 8)
616ys =1 (mod 9) < 4dyz; =1 (mod9) < y3=7 (mod 9)
504y =1 (mod 11) & 9ys =1 (mod 11) < ys =5 (mod 11)

Finalment, tenim:
4
x =Y My;a; = 47668 = 3316 (mod 5544)
=1

Per tant, ’enter demanat és 3316.

264 Sigui p i ¢ nombres primers diferents.

a) Demostreu que p?~'4+¢?~' =1 (mod p)iquep? ! +¢?~1 =1 (mod q). (Pista: podeu usar el teorema
petit de Fermat.)

b) Deduiu de P'apartat a) que p?~! + ¢?~! =1 (mod pq).

c¢) Calculeu 23°® 129 a Zesr.

Solucié:

a) Com que p # g, llavors med(p,q) = 1 i podem aplicar el teorema petit de Fermat modul p i també
modul ¢. Modul p tenim que p?~! = 01i ¢?~! = 1, pel teorema esmentat. Analogament es demostra
la congruéncia modul gq.

b) Sigui z = p?~!1+¢P~!. Hem vist a 'apartat anterior que z = 1 (mod p) iz =1 (mod q). Per definici6
de congruéncia, p | (x —1)iq| (z —1). Per tant, x — 1 és maltiple del minim comd mdltiple de p i g,
que és pq. Es a dir, z =1 (mod pq).
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c)

Observem que 23 i 29 s6n nombres primers tals que 23 - 29 = 667. Podem aplicar 'apartat anterior i
tenim:

232971 129231 — 932 1 9922 =1 (mod 667)

ES a diI‘, ﬁ28 + E22 = T a 2667-

265

a)
b)

c)

Trobeu totes les solucions de 'equacié 2m +3d =78 ambd,me Zid>1im > 1.

Demostreu que si d,m € Z son enters positius tals que 2m +3d =781 d | m, llavors d=21m =36 o
d=61im = 30.

Trobeu tots els enters positius a, b tals que a < b, med(a,b) = d, mem(a,b) = m, 2m + 3d = 78.

Solucié:

a)

L’equaci6 diofantica 2m+3d = 78 té soluci6 perqué med(2,3) = 1 | 78. Escrivim l'identitat de Bézout:
2-(=1)+3-1=1, d’on una solucié particular és mg = —78 i dg = 78. Per tant, la soluci6 general és:

m=—-78+3t d=78-2t, t€Z

Imposem ara que m > 11id > 1. D’una part, tenim:
m>1&-7843t>13t>79<1t>27

D’altra banda:
d>1eM-2t>1TT>2t<t <38

Per tant, si 27 <t < 38, obtenim els parells (m, d) segiients:

(3,24), (6,22), (9,20), (12,18), (15,16), (18,14), (21, 12), (24, 10), (27, 8), (30, 6), (33,4), (36, 2)

Donem dues solucions d’aquest apartat. Per inspecci6 dels valors obtinguts a ’apartat anterior, veiem
que d | m si i només si (m,d) = (30,6) o (m,d) = (36,2).

També els podem calcular directament. Com que d | m, i obviament d | d, per la propietat de la
linealitat, tenim que d | (2m +3d). Es a dir d és un divisor positiu de 78 = 2-3-13. A més, donat que
3d = 78 — 2m, resulta que d ha de ser parell. Els tinics valors possibles son d =2, d =61 d = 26. Els
corresponents valors de m sén m = 36, m = 30 i m = 0. Per tant, les solucions sén (m,d) = (36,2) i
(m,d) = (30,6).

Si0 < a< b, d=mecd(a,b) i m = mem(a,b), llavors d | m. Si, a més, 2m + 3d = 78, llavors, per
lapartat anterior, els possibles valors de m i d son: (m,d) = (36,2) i (m,d) = (30,6). En el primer
cas, busquem enters positius a i b tals que med(a,b) = 2 i mem(a,b) = 36. Hi ha dues solucions:
a=2,b=36;a=4,b=18. En el segon cas, busquem enters positius a i b tals que med(a,b) =6 i
mcm(a, b) = 30. La tnica solucié és a = 6 1 b = 30.

5.10. Examen de recuperacié del primer parcial 09/06/2015

266 Proveu que si n > 1, llavors:

n

Z 1 - n
£ (dk — 3)(4k + 1) Cdn+ 1
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Solucié:  Pas inicial n = 1: d’una banda Z/lg=1 WI(MH) = % De laltra: ﬁ = %
Pas inductiu. Sigui n > 1 un enter i suposem que:
Zn: n (hipotesi d’induccid)
= i i d’in i
2 {4k = 3)( 4k+1) 1 P b
Volem demostrar que:
oy 1 _n+1l
— (4k —3)(4k +1)  4n+5’
Tenim:
n+1 n 1
D I ETT ~ +
= (4k73 )(4k + 1) k:l (4k - 3) 4k+ 1)  (An+1)(4n+5)
1
H.I
4n 1 @ntr )@En+5) per
_ n(4n+5) 1
C (dn+1)(4n+5)  (4n+1)(4n +5)
4n? +5n + 1

~ (4n+1)(4n +5)
_ (@n+1)(n+1)
~ (4n+1)(4n +5)
n+1
4n +5

267 Considerem la proposici6 segiient: “Per a tot nombre racional x existeix un nombre enter n tal que
nx és enter”.

a) Formalitzeu la proposici6 anterior.

b) Negueu la formalitzacié que heu obtingut a I'apartat anterior (a I’expressio final no hi pot aparéixer
el simbol de negacio).

¢) Digueu si la proposicié donada és certa o falsa i justifiqueu la vostra afirmacio.

Solucié:
a) Ve € Q3n € Z (nx € Z).
b) Jx € QVn € Z (nx ¢ Z).

c¢) La proposici6 és certa. Sigui z € Q, x = a/b, on a,b € Z i b # 0. Llavors bxr = a € Z. Es a dir, hi ha
un enter que multiplicat per z déna un enter.

5.11. Examen de recuperaci6 del segon parcial 09/06/2015

268 Sigui F el conjunt d’alumnes de I'assignatura de FM de la FIB i sigui X = F' x F'. Suposem que
hi ha 8 grups, de I’1 al 8. Si a € F, denotem per g(a) el seu grup. Definim una relacié a X:

(a,b)R(c,d) < g(a) + g(b) = g(c) + g(d).
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a) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia.
b) Trobeu totes les classes d’equivaléncia.

¢) Trobeu el conjunt quocient X/R i digueu quants elements té.

Solucié:

a) R és reflexiva: si (a,b) € X, llavors g(a) + g(b) = g(a) + g(b). Es a dir, (a,b)R(a,b).
R és simétrica: si (a,b)R(c,d), lavors g(a) + g(b) = g(c) + g(d). D’aqui tenim que g(c) + g(d) =
g(a) + g(b) i, per tant, (¢,d)R(a,b).
R és transitiva: si (a,b)R(c,d) i (¢, d)R(e, f), llavors g(a)+g(b) = g(c)+g(d) i g(c)+g(d) = g(e)+g(f);
per tant, g(a) +g(b) = g(e) + g(f); és a dir, (a,b)R(e, f).

b) Sigui (a,b) € X. La seva classe és, per definicio:
[(a,0)] = {(z,y) € X : (z,9)R(a,b)} = {(z,y) € X : g(x) + g(y) = g(a) + g(b)}

Pero donat (a,b), el valor de g(a) 4+ g(b) pot ser un enter qualsevol entre 2 i 16. Per tant, per a
qualsevol k € {2,...,16}, tenim una classe:

Cr ={(z,y) € X : g(x) + 9(y) = k}
¢) El conjunt quocient X/R és per definici6 el conjunt de totes les classes:
X/R ={[(a,b)] : (a,b) € X} ={Ck : 2 < k <16}

Hi ha, per tant, 15 classes.

269 Definim l'aplicacié f : N — N per:
2n+ 1, sin parell
f(n) = { :
n+2, sin senar
a) Bs f injectiva? Es f exhaustiva?
b) Trobeu subconjunts A, B C N tals que: f[AN B] = f[A] N f[B].

¢) Trobeu subconjunts A, B C N tals que: f[AN B] C f[A] N f[B] (inclusi6 estricta).

Solucié:

a) Tenim que f(2) =2-2+1=51 f(3) =3+ 2 =5. Per tant, no és injectiva. Tampoc és exhaustiva,
perqueé, per exemple, el 2 no té cap antiimatge (és facil veure que les imatges per f son sempre senars).
Efectivament: equacié 2n 4+ 1 = 2 not té cap soluci6 amb n parell (ni senar!) i l'equacio n + 2 = 2
no té cap solucié amb n senar.

b) Per exemple, si A = {1,2}, B = {2, 3}, tenim:
fIANB] = f[{2}] ={5}, flAINf[B] ={3,5} N {5,9} = {5}.
c) Per exemple, si A =1{2,3,4} i B = {2,3,7}, tenim:

fIAN Bl = f[{2,3} = {5}, flAIn f[B] = {5,9} N {5,9} = {5,9}.



Examens resolts de Fonaments Matematics 121

5.12. Examen final de reavaluacié 13/07/2015

270

1) Sigui n enter. Proveu per classes de residus que 6|n® — n.
2) Sigui n enter. Proveu per congruéncies que 2|n? +mn — 2.

3) Sigui n nombre natural. Proveu que 2|n® + n + 6 per inducci6 i utilitzant classes de residus.

271 Considereu la propietat 22|23™ — 1, per a n nombre natural.

1) Demostreu-la per induccié.
2) Demostreu-la aplicant la formula del binomi de Newton.

3) Estudieu si es pot demostrar aplicant la féormula:

" — yn _ (.’L‘ o y)(xnfl + 1’”72y 4 _’_xyn72 + ynfl)'

272

1) Demostreu que 'aplicacio f : Zi3 — Z13, f(T) =5-Z + 7 és bijectiva i obteniu f~1.

2) Calculeu med(3n + 4,4n + 5), per a n nombre natural.



Curs 2015-2016

6.1. Examen parcial 15/10/2015

273

a) Siguin P(x), Q(z), R(x) predicats definits en un univers de discurs U. Obteniu, justificant cada pas
que feu, la negacio de la proposicié segiient i expresseu el resultat final només amb les connectives
conjuncié i negacio:

Vz (P(z) = (Qz) V R(z))).
Raoneu per qué, en el cas R(z) = —Q(z), la proposicié anterior és certa.

b) Siguin a, b, ¢ enters. Demostreu que si a + b+ ¢ = 0, llavors a és parell o b és parell o ¢ és parell.

Solucié:
a) Tenim:
Va (P(z) = (Qz) V R(z))) = Fz=(P(z) = (Qz) V R(x))) (1)
= Jz (P(x) A =(Q(x) V R(x))) (2)
= Jz (P(x) A (=Q(x) A =R(x))) 3)

Justificacions: (1), negacié del quantificador —-Vz(A(z)) = Jz(—-A(x)); (2), negacié de la implicacio
=(p = q) =p A —g; (3), llei de De Morgan —(p V q) = (—p) A (—q).

En el cas R(z) = =Q(z), la proposici6 donada s’expressa com:
Vz (P(z) = (Qz) vV ~Q(z)))

Pero, per a tot x, o bé Q(x) és cert o bé =Q(x) és cert (principi del tercer exclos). Per tant, el
conseqiient de la implicacié sempre és cert i, per tant, la implicacié sempre sera certa.

b) Donem tres possibles solucions d’aquest apartat.

Soluci6 1: El conseqiient de la implicacié té la forma d’una disjunci6é. Per tant, neguem dues de les
afirmacions i demostrem la tercera. Aix{ doncs, prenem com a hipotesi:

a+b+c=0, aéssenar, b éssenar

i volem demostrar (tesi): ¢ és parell. Efectivament, ¢ = —a — b i sabem que la suma de dos nombres
enters senars és un nombre parell.

122
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Solucié 2: Demostracio pel contrarreciproc. Suposem (hipotesi) que a és senar, i que b és senar i que
¢ és senar. Volem demostrar (tesi) que a + b+ ¢ # 0. Efectivament, la suma de tres nombres enters

senars és un nombre enter senar i, per tant, diferent de 0, que és parell.

Solucié 3: Demostracié per reduccié a 'absurd. Suposem que a+b+c = 0 i, a més, que a és senar, b
és senar i ¢ és senar. Llavors tenim: d’una banda la suma a + b+ ¢ és un nombre enter senar i d’altra

banda la suma val 0, que és un nombre parell. Contradicci6.

274 Demostreu que:

n+35 n n+31
D472 = Y (k+28)7 =) (28k+112)
k=5 k=-30 k=1

Indicacio: expresseu cada sumatori de ’esquerra com a un sumatori des de 1 fins a n + 31.

Solucié: Al primer sumatori fem el canvi d’index segiient: j = k — 4; és a dir K = j + 4. D’aquesta

manera, si k =5, llavors j = 1; i si k = n + 35, llavors 5 = n + 31. Per tant:

n+35 n+31 n+31 n+31
Dk+TP=D G+4+7)7 =D (G+11)7 =D (57 +225 +121).
k=5 j=1 j=1 j=1
Al segon sumatori fem el canvi d’index j = k + 31; és a dir k = j — 31. Aixi, quan & = —30, tenim que

j=1;1quan k = n, tenim que j = n + 31. Per tant,

n n+31 n+31 n+31

S k+28)2= Y (1-31+28)2= (j-32= D (2-6j+9).

k=-30 j=1 j=1 j=1

Finalment, si notem per A la diferéncia d’aquests dos sumatoris, tenim:

n+31 n+31 n+31
A= (P +22j+121) = Y (-6 +9) = Y (28 + 112),
Jj=1 j=1 j=1

com voliem demostrar.

6.2. Examen parcial 16/11/2015

275 Siguin A i B conjunts. Demostreu que:

(AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A).

Solucié:  Donem dues possibles solucions.

Soluci6 1. Sigui z € (AU B) \ (AN B) un element arbitrari. Llavors:

r€(AUB)\(ANnB)ezec(AUB)Az ¢ (AN B)
S (reAvVvaeeB)A-(x € ANz € B)
S (reAvaeeB)AN(x¢ AV ¢ B)
S xecANxg A)V(re ANz ¢ B)

V(re BAz ¢ A)V(ze BAx ¢ B)

S(xeANz¢B)V(zeBAx ¢ A
< (re A\ B)V(re B\ A)
s xe(A\B)U(B\A)

>~

~ o~ —~
(o2
~—_— — T —
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Es a dir, hem demostrat que, per a tot z:
z€(AUB)\(ANB)<xzec (A\B)U(B\A4).
Per tant, pel principi d’extensionalitat, els dos conjunts sén iguals, com voliem demostrar.

Justificacions:

1) Per definicio de diferéncia de conjunts.

2) Per definicié d’uni6 i d’intersecci6é de conjunts.

4

(1)

(2)

(3) Per les lleis de De Morgan per a proposicions (negacié d’una conjuncio).
(4) Per la propietat distributiva de la disjuncié respecte de la conjuncio6.

(5)

5) Les proposicions “c € AAx ¢ A" 1“x € BAxz ¢ B” son falses. D’altra banda, si p és una proposicio

falsa i ¢ és una proposicioé arbitraria, llavors p V ¢ = q.
(6) Per definicié de diferéncia de conjunts.

(7) Per definici6 d’uni6é de conjunts.

Solucié 2. Considerem 'univers 2 = AU B. Llavors, si C, D C Q, tenim que C'\ D = C'N D¢. Tenint
en compte aquesta propietat, podem demostrar la igualtat que ens demanen de la manera segiient:

(AUB)\(ANB)=(AUB)N (AN B)°
=(AUB)N(A°UB°)
=(ANA)U(ANBY)U(BNA°)U (BN B

PU(ANBY)U(BNAYUD

=(ANB°)U (BN A9

= (A\B)U(B\ A4)

Il
—~ o~ o~
= W N
= D = —

Justificacions:

) Per les lleis de De Morgan per a conjunts (complementari d’una interseccio).
) Per la propietat distributiva de la intersecci6 respecte de la unio.

) Jaque CNC°=40.

4) Ja que CUP = C.

276 Demostreu per induccio que si n > 1, llavors:

_ (1-@o1e)

(2

Solucié:

Pas base: comprovem la igualtat per a n = 1. D’una banda tenim:

()i

i=1
i de l'altra tenim:
n+2 142 3

2n+1) 2(1+1) 4

Per tant, se satisfa la igualtat.
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Pas inductiu: fixem un n > 1 arbitrari i suposem que la propietat és certa per a n (hipotesi d’induccio):

Il (1‘ (z‘+11>2> =y

i=1

Hem de demostrar que la propietat és certa per a n 4+ 1 (tesi); és a dir:

il (1‘ <z‘+11>2) = sy

i=1

Tenim que:
ﬁ(“mlw) :}f{(l‘mlw)'(l‘M)

_on+2 (n+22-1
T 2n+1)  (n+2)?
n?+4n+3
2(n+1)(n+2)

_ (n+1)(n+3)

S 2(n+1)(n+2)

n+3

2(n+2)

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

277 Sigui Q = {1,2,3,4} i considerem el subconjunt X = {1,2,3}. En el conjunt de les parts P(Q)
considerem la relacio d’equivaléncia R definida per A R B si i només si A\ X = B\ X. Calculeu totes
les classes d’equivaléncia, donant de cada classe tots els seus elements.

Solucié:  Per definicid, la classe d’equivaléncia d’un element A € P(Q) és el conjunt dels elements
B € P(£2) que estan relacionats amb ell; és a dir:

[A]={BeP(Q):ARB}={BeP(Q):A\X =B\ X}.

Observem que A\ X = AN X¢ = AN {4}. Per tant, hi ha només dues opcions: que A\ X = 0 o que
A\ X = {4}. El primer cas és equivalent a dir que A C X o bé que 4 ¢ A. El segon cas és equivalent a
dir que 4 € A.

Per tant, només hi ha dues classes:
M={BeP):B\X=0\X=0}={BeP(Q):BC X}
={0,{1}.{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, X},
{4} ={BeP):B\X={4}\X={4}} ={BeP():4€ B}
= {{4},{1,4},{2,4},{3,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},Q}.

També podem argumentar que no hi ha més classes, perqué P(Q2) té 2* = 16 elements i [0] U [{4}] també
té 16 elements.

6.3. Examen final 12/10/2016

278 Sigui a € Z. Considerem ’aplicacio:

Ja : Z10o — Z100, fo@) =a-T+4
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a) Proveu que si med(a,100) = 1, llavors f, és bijectiva.
b) Trobeu l'aplicaci6 inversa de fz7. Calculeu f,-'[{30}].

c¢) Proveu que f55 no és injectiva ni exhaustiva.

Solucié:

a) Sigui a € 7 i suposem que med(a, 100) = 1. Llavors @ € Zjgo té invers; és a dir, existeix b € Zyoo tal
quea-b=1.

o f, ésinjectiva. Siguin T, 2’ € Z1go. Tenim que:

fo@) =fu(@)=>a-7+d=a-2" +4
=a-T=a-2
=>b-a-T=>b-a -1
=7=20.

Per tant, f, és injectiva.

e f, és exhaustiva. Sigui § € Zjpo. Hem de veure que existeix un T € Zjgo tal que f,(Z) = 7.
Plantegem ’equacié @ - T + 4 = 7 i aillem la T:

a-T+d=gearT=y-4dsb-a-c=b- -4 <xT=0 - (—4)
Com que, per a tot T, hi ha solucid, 'aplicacié f, és exhaustiva.

Per tant, f, és bijectiva. A més, hem trobat la seva funcié inversa: f;'(Z) = b- (T —4), on b és la
classe inverse de la classe @.

b) Tenim que med(77,100) = 1. Per 'apartat anterior, Paplicacio f77 és bijectiva i, per tant, té inversa.
A més, hem vist que la inversa és:

fr (@) =TT

Per a calcular f-.'[{30}], donat que 'aplicaci6 és bijectiva, podem calcular directament la imatge de
30 per aplicaci6 inversa:

L @-D=1-@-1)=13-7+18.

f%l(@) =13-30+ 48 = 38.
Per tant: f.-'[{30}] = {38}.
Calcul de I'invers de 77 modul 100:
1 0 1 -3 7 —10
0 1 -1 4 -9 13
1 3 2 1 7

100 77 23 8 7 1
23 8 7 1 0

1

Es a dir: 100 - (—10) + 77 - 13 = 1 (identitat de Bézout) i, per tant, 77 = = 13 a Zy0o.

¢) Per a veure que f55 no és ni injectiva ni exhaustiva, trobarem un contraexemple en cada cas.

e Per a demostrar que f55 no és injectiva, hem de trobar dues classes diferents T # 2/ tals que
f55(T) = f55(2'). Tenim:

f55(T) = fo5(') ©55-T+4=55-T+14
< B5-T =557
< 552 = 552" (mod 100) (1)
& 11z = 112" (mod 20) 2)
S z=2" (mod 20)
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(1) E1 55 no es pot simplificar modul 100; perd podem simplificar un 5 i obtenir una congruéncia
modul 20. (2) L’enter 11 té invers modul 20, perqué med(11,20) = 1.

Per tant, si x i ' sén congruents entre ells modul 20, perd no modul 100, tenim un contraexemple.
Per exemple: x = 0, #’ = 20. D’una banda, 0 # 20 a Z1qg, pero f55(0) = f55(20).

e Per a veure que f55 no és exhaustiva, hem de veure que existeix un § € Z1gp que no té antiimatge.
Es a dir, 'equacié 55 -Z + 4 = 7, no té cap solucié en . Per exemple, si fem 7 = 5, llavors
I'equacié anterior és equivalent a 55 - = 1, que no té solucié perqué 55 no té invers a Zigg, ja
que med(55,100) =5 # 1.

Una altra manera: fs5 és una aplicacio entre dos conjunts amb el mateix cardinal, 100, i ja sabem
que no és injectiva. Per tant, no pot ser exhaustiva.

279 Calculeu a Zs3 la suma:
31
S=>) 11*
k=0
Pista: podeu usar, si us cal, la identitat polinomial (ZZ:O xk) (x—1)=a" - 1.
Solucié:  Tenint en compte la identitat polinomial donada i substituint = per 11, obtenim:
S AI-T)=117-1

Pero 11 —1 = 10, que té invers a Zs3, perqué med(10,53) = 1. Aplicant l'algorisme d’Ecuclides i escrivint
la identitat de Bézout per a 53 i 10, obtenim que 10~' = 16. Per tant:

§=T16- (117 -1)

Calculem ara 11°°. Si posem by = 11i by = b7 ;| (mod 53), k > 1, tenim:

by =11 by =132 =10

b =112=15 by =102 =47= —

by =152=13 bs = (—6)? = 36
Finalment:

S=16- (117 -1)=16- (36— 1) = 16 - 35 = 30.

280 A un ordinador s’executen simultaniament tres procesos que periodicament accedeixen al mateix
recurs compartit. L’ordinador es bloqueja quan els tres procesos accedeixen al recurs al mateix temps.
El procés A accedeix per primer cop al recurs a les 10h i després hi accedeix cada 5 minuts. El procés B
accedeix al recurs per primera vegada a les 10 : 02h i després hi accedeix cada 12 minuts. Finalment, el
procés C accedeix al recurs per primer cop a les 10 : 06h i després ho fa cada 7 minuts.

a) Calculeu cada quants minuts es bloqueja 'ordinador.

b) A quina hora es produeix el primer bloqueig?

Solucié:  Si comencem a comptar els minuts a les 10h i z és el nombre de minuts que falten pel primer
bloqueig, llavors:

z=0 (mod 5), z=2 (mod 12), xr=6 (mod?7)
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Els moduls sén primers entre ells, dos a dos. Per tant, el sistema xinés té solucié tnica modul el producte
dels moduls: 512 -7 = 420. Trobem doncs una soluci6 (aplicant, per exemple, l'algorisme estudiat a
classe):

m; M, Yi a; Mya;

5 84 (nocal) 0 0

12 35 -1 2 —70

7 60 2 6 720
Calculs:

35y =1 (mod 12) & —yo =1 (mod 12) & yo = -1 (mod 12)
60ys =1 (mod 7)< 4dys;=1 (mod 7)< ys; =2 (mod 7)

Per tant, una soluci6 del sistema és:
3
z = Mya; =70+ 720 = 650 = 230 (mod 420)
i=1

Es a dir, la soluci6 és:
=230 (mod 420)

Les respostes a les preguntes del problema son: els bloquejos es produeixen cada 420 minuts (o 7 hores)

i falten 230 minuts (o 3 hores i 50 minuts) pel primer bloqueig,. Es a dir, el primer bloqueig es produira
a les 13 : 50h.

6.4. Examen de recuperacié del primer parcial 12/01/2016

281 Considerem les proposicions segiients sobre nombres naturals:

P1) Existeixen dos nombres naturals diferents compresos entre 1 i 20 que no séon multiples de 4.

P2) Donats dos nombres naturals arbitraris diferents compresos entre 1 i 20, algun dels dos és multiple
de 4.

a) Formalitzeu les dues proposicions anteriors (podeu usar el simbol ‘|’, que es llegeix ‘divideix a’; se

suposa que 'univers del discurs esta restringit als nombres naturals).

b) Negueu la proposicié P2 fins a arribar a la proposicio P1, justificant cada pas.

Solucié:

a) P1) Jz,y(z ZyAN1 <z <20AN1<y <2074 fzA [y).
P2) Vo,y(z Ay A1 <z <20A1<y<20)— (4|zV4]|y)).
b) Tenim:
Vr,y((x ZyN1<z<20N1<y<20)— 4|xzVil|y)) =
=z, y-((zAyN1<2x<20A1<y<20)—=(4|xzVvd|y) =
=3, y((r #AYyN1<2<20A1<y<20)A-(4]zV4|y)) =
=3, y(x AyA1 <z <207N1<y<20A4 JzAd [y)

Hem aplicat les propietats: (1) =Va(P(z)) = dz(—P(x)); (2) ~(a = B) = (e« A —p); (3) ~(aV ) =
(=) A (=5).
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282 Sigui a € R.

a) Provew: a® —3a?+8a—17=0=a #0.

b) Escriviu la implicacio6 reciproca de 'anterior, digueu si és certa o falsa i demostreu-ho.

Solucié:  Notem P(z) = 2® — 322 + 8z — 17.

a) Volem provar que si P(a) = 0, llavors a # 0. Ho fem pel contrareciproc. Suposem que a = 0. Llavors
P(a) =P(0)=1=#0.

b) La implicaci6 reciproca és: a # 0 = P(a) = 0. Aquesta implicacié és falsa, com mostra el contrae-
xemple segiient: per a a = 1, tenim P(a) = P(1) = —11 # 0.

6.5. Examen de recuperacié6 del segon parcial 12/01/2016

283 Considerem, en el conjunt dels nombres enters Z, la relacié R definida per:
tRyse?—z=y>—y.

Demostreu que R és d’equivaléncia, calculeu la classe d’un enter a i digueu quin és el conjunt quocient.

Solucié:

a) R &és reflexiva: si a € Z, llavors a® — a = a? — a. Per tant, a R a.

2 2

—x i, per tant, y R x.

2—.’L’=Z2—Z

—z=y?>—y Esadir,y?—y=2
2 2

R és simétrica: si x Ry, llavors x

R és transitiva: siz Ryiy R z, lavors 22 —x = 42 —y i 9?2 —y = 22 — 2. Deduim que x

i, per tant, z R z.
b) Sigui a € Z. Calculem [a]:

[a)|={r€Z:2Ra}y={x€Z:2* —x=0a>—a}

Si fixem Penter a, les solucions de I'equacié quadratica 22 —z — (a® —a) =0stnx =aix =1—a.
Per tant:
[a] ={a,1—a}.

Es a dir, cada classe té dos elements. El conjunt quocient és:

Z/R={[a]:a€Z}={{a,1—a}:a€Z}.

284 Demostreu que si n > 2, llavors:

ﬁ%*1>i
2 on

=1

Solucié:  Ho demostrem per induccié sobre n > 2.

Pas base: n =2 . Per a n = 2, tenim:

ESLE
4 2% 2 4

jaque 3-4>8-1.

>

)

ol W
=
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Pas inductiu. Fixem un enter n > 2 i suposem que la propietat és certa per aquest n:

n

21 -1 1 U .
Zl;[l 5~ o (hipotesi d’induccio).

Volem demostrar que la propietat és certa per a n + 1; és a dir, que:

o g 1

H 24 ” 2n+2

i=1

Tenim:
’ﬁlm—1_ ﬁZi—l 2n + 1
: 2\ 2i 2n + 2
=1 =1
1 2n+1
. 1
>2n 2n + 2 (1)
n+1 1
= 2)
2n 2n + 2
- 1
2n+ 2

(1) per hipotesi d’induccio; (2) perque 22+ > 1.

2n

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 2.

6.6. Examen final de reavaluacié 5/02/2016

285 Considerem l’aplicacio f : Z1g1 — Z101 definida per:

f0O)=0; i f(@)=1+7"" siT#0.

1) Proveu que f esta ben definida. Es a dir, si T # 0, llavors té sentit calcular f(Z).

2) Calculeu f[{50,75,100}].

4) Trobeu totes les classes que no tenen antiimatge per f.

)
)
3) Trobeu totes les classes T, tals que m #m i f(m) = f(m).
)
5)

Estudieu si f és injectiva o exhaustiva.

Solucié:

1) L’enter 101 és primer. Per tant, tota classe diferent de 0 té invers.

2) En primer lloc, calculem els inversos de 50, 75 i 100. Tenim 100 = —1 i, per tant, [ ——

50-2 =100 = —1, d’on 50 - —2 = 1; per tant: 50" = 22 =99. Per a calcular invers de 75 apliquem
I’algosrisme d’Euclides i escrivim la identitat de Bézout, obtenint 100 - » + 75 - 31 = 1. Per tant:
75 ' = 31. Finalment, tenim:
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3) Si m,m # 0, llavors f(m) = f(m) si i només si m ' = M 1; i aixo equival a m = M. Suposem que

7 # 0 i suposem que f(7) = f(0) = 0. Llavors ~! = —1 i aixd passa si i només si ¥ = —1. Per tant,
només 0 i —1 tenen la mateixa imatge.

4) La classe 7 # 0 té antiimatge si i només si existeix T # 0 tal que 1 +Z ! = 7. Aixo equival a dir que
T = (y — 1)L Per tant, 7 té antiimatge si i només si y # 1.

5) Pels apartats anteriors, f no és ni injectiva ni exhaustiva.

286 Siguin A, B i C conjunts.

1) Demostreu que AN (BUC) C (ANnB)UC.
2) Demostreu que si C' C A, aleshores AN (BUC)=(ANB)UC.
3) Demostreu que, en general, AN (BUC) # (AN B)UC.

Observacio: recordeu que un grafic no és una demostracio.
Solucié:
1) Tenim: AN(BUC)=(ANB)U(ANC)C(ANB)UC, jaque ANC C C.

2) SiC C A, llavors ANC = C' i, per tant, AN (BUC)=(ANB)U(ANC)=(AnB)UC.

3) Trobem un contraexemple tal que C € A. Per exemple: A = B = (), C = {1}. Llavors AN(BUC) =0
i(ANB)UC =C = {1}.

287 Sigui @ > 1 un nombre real fix. Proveu que si n > 3, llavors:

(1+a)" > 1+ na’.

Solucié:
Pas base: si n = 3, tenim:
(1+a)® =1+3a+3a®+a® > 1+ 3a?

sia>1.

Pas inductiu: sigui n > 3 i supusem (hipoetesi d’inducci6): (1 +a)™ > 1+ na®. Volem demostrar (tesi
d’induccié): (14 a)"*! > 1+ (n+ 1)a®. Procedim:

(1+a)"™=1+a)"(1+a)> (1+na®)(1+a) =1+na®+a+na® =1+na®+ a(l +na?),
la desigualtat per hipotesi d’inducci6. Ara tenim:

14+na?>1+3a®>a,
si a > 1. Per tant:

(1+a)""™ >14+na® +a(l+na®) >1+na®+a*> =1+ (n+1)d’

Pel principi d’induccié, la propietat és certa per a tot n > 3.

288 Siguin b,c € Z i r, s nombres naturals.
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1) Demostreu que si p és un nombre primer tal que p | (b” - ¢®) 1 med(p, b) = 1, llavors p | c.

2) Sigui a € Z tal que a | (b" - ¢*) i med(a,b) = 1. Es pot deduir que a | ¢?
Justifiqueu tots els passos.
Solucié:

1) Si med(p,b) = 1, llavors med(p, b") = 1. Aplicant el lema de Gauss tenim que p | ¢®. Ara, com que p
és primer, pel lema d’Euclides tenim que p | c.

2) La primera part del raonament anterior és certa: si med(a,b) = 1, llavors med(a,bd”) = 1 i, pel lema
de Gauss, deduim que a | ¢®. Perd d’aqui no podem deduir que a | ¢, com mostra el contraexemple:
a=4,¢c=2,s=2.

6.7. Examen parcial 30/04/2016

289 Demostreu les proposicions segiients, indicant detalladament en cada cas quin métode de demos-
traci6 utilitzeu i tots els passos.

1) Sia, bic son nombres reals i ¢ = a + 2b, aleshores a < c¢/2 0 b < ¢/4.

2) Sigui z # —1 un nombre real. Demostreu que les propietats segiients séon equivalents:
a) x és irracional;
b) 6x — 1 és irracional;

c)

és irracional.

T+

Solucié:

a) Soluci6 1: Es tracta d’una implicaci6 on el conseqiient és una disjunci6. Tenint en compte l'equivaléncia
de formules proposicionals (p — (¢ V r)) = ((p A 7q) — ), demostrem que si ¢ = a + 2bia > ¢/2,
aleshores b < ¢/4. Suposem que ¢ = a + 2b. Aleshores a = ¢ — 2b i com que a > ¢/2, tenim:

&
—c—2b> -
a & B

d’on deduim que 2b < ¢ —¢/2 = ¢/2. Es a dir, b < ¢/4.
Solucié 2: Demostrem el contrareciproc: si a > ¢/2 i b > ¢/4, aleshores ¢ # a + 2b. Efectivament:

c c c c
a>2/\b>4:a+ b>2—|—2 c

b) Per a demostrar equivaléncia de les tres proposicions, demostrem que a) = b), b) = ¢) ic) = a). A
més, a cada implicaci6 demostrarem, de fet, la forma contrareciproca.

a) = b) Suposem que 6z — 1 és racional. Llavors tenim 6z — 1 = a/b, on a i b sén enters i b # 0, d’on
deduim que z = (a + b)/6b, que també és racional.

b) = ¢) Suposem que z/(x + 1) és racional (recordem que x # —1). Observem també que z/(z + 1)
no pot ser igual a 1. Aleshores podem escriure z/(z+1) = a/b, on a i b sén enters, b # 01ia # b.
Llavors ¢ = a/(b — a), que també és racional, perqué a # b, doncs hem dit que a/b no pot ser 1.

¢) = a) Suposem que z és racional. Llavors podem escriure z = a/b, on a i b son enters i b # 0. Per
tant, /(z + 1) = a/(a +b), que també és racional.
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290 Demostreu que si n > 1, llavors:

" nt2
25 =2 %

=1

.

Solucié:  Pas base: si n = 1, tenim, d’una banda:

idaltra: 2—(n+2)/2"=2-3/2=1/2.

Pas inductiu: fixem n > 1 i suposem (hipotesi d’inducci6):

n
2
> Jo_g nt2
2 2n

jass J n+3
27 - e on+1
j=1
Tenim
n+1 i B zn: L . n+ 1
2 27 on+1
j=1 j=1
2 1
=2 n2—: 7;::1 per hip. d’ind.
5 2n+4 n+1
- - 2n+1 2n+1
_ n+3
- - 2n+1

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

291 Sabem que le féormules proposicionals £ — F, =G — —F, H — I i E'V H soén certes. Podem
deduir que G V I és certa?

Solucié:  Sabem que E V H és certa. Llavors E és certa o H és certa. Fem-ho per casos.

e Suposem que F és certa. Llavors, com que E — F és certa també, deduim que F' és certa. Pero,
per la forma contrarecirpoca de -G — —F, sabem doncs que G és certa. Per tant, en aquest cas
tenim que la disjuncié G V I és certa.

e Suposem ara que H és certa. En aquest cas podem deduir que I és certa, ja que H — I és certa.

Per tant, també en aquest cas provem que G V I és certa.

Conclusio: si les formules proposionals donades son certes, llavors GV I és una féormula proposicional
certa.

6.8. Examen parcial 02/05/2016

292  Sigui £ un conjunt i considerem dos subconjunts X C QiY C Q.
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a) Demostreu amb rigor que si X C Y, aleshores X NY = (.

b) Es cert el reciproc? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

a) Demostraci6 formal:

reXNY=2xeXANzeY (def. de N)
Sz €eYANzxeY (hipotesi)
=>c¢YANzeY (def. de Y©)

Contradiccio. Per tant X NY = (.

Demostracié no formal: Per hipotesi, els elements de X séon de Y¢, és a dir, no séon de Y, per tant X
i Y no tenen elements en com.

b) El reciproc és cert: XNY =0 = X C Y¢.
Demostracié formal:
reX=>z¢Y (hipotesi)
=>2eYe (def. Y©).

Demostracié no formal: Si X i Y no tenen elements en comu, cap element de X és de Y, és a dir, tot
element de X és de Y°.

293 Sigui A un conjunt no buit i R i S dues relacions d’equivaléncia en A. Se sap que la relaci6 T
definida per:

aTbsaRbiaSh,

per a tot a,b € A, és una relacié d’equivaléncia.

a) Siguin [a]Rr, [a]s 1 [a]r les classes d’equivaléncia de 'element a € A segons R, S, i T, respectivament.
Demostreu que [a|r = [a]g N [a]s.
b) Sigui A={a €Z:1<a<12}. Suposem que:
A/R={{1,3,7,9},{2,4,5,6,8},{10,11}, {12}},
A/S = {{1,7,9,10,11,12},{2,3,4,5,6,8}} .

Escriviu raonadament els elements del conjunt quocient A/T.

Solucié:
a) Tenim:
z€falrexzTa (def. de classe [a]7)
SrxRaNzSa (def. de T')
Sz €lalg Az € la)s (def. de classes [a]g i [a]s)
<z € lalgrNla]s (def. de N).

b) Apliquem lapartat a):
1)y ={1,3,7,9}N{1,7,9,10,11,12} = {1,7,9}.
2]lr ={2,4,5,6,8} N {2,3,4,5,6,8} = {2,4,5,6,8}.
Blr =11,3,7,9} N {2,3,4,5,6,8} = {3}.
[10]7 = {10,11} N {1,7,9,10,11,12} = {10,11}.
[12]r = {12} n{1,7,9,10,11,12} = {12}.
Per tant A/T = {{1,7,9},{2,4,5,6,8}, {3}, {10,11}, {12}}.
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294  Considerem les aplicacions:
f:R—{0} - R— {1}, g:R-—{1} - R-{2}
definides per:

fa) =22 gy = 2

T x—1"

a) Comproveu que la composiciéo h = g o f és l'aplicacio h(z) = w.
b) Demostreu que 'aplicacié h és bijectiva.

c¢) Trobeu I'aplicaci6 inversa h™!.

Solucié:

a) h=gof:R—{0} = R—{2}, 1, per a cada z € R — {0}, es té:

((x+5)/z) -1 5/ 5

m+5) _ 2((x +5)/x) (2z + 10)/x _ 2x+10'

b) Calculs:

2z +10

h)=yy#2) e —— =y #2 o=

5y — 10

(x #0).

Interpretacio: Cada y € R—{2} té una antiimatge, i només una, en R—{0}, que és z = w € R—{0}.
Per tant h és bijectiva.

c¢) Esté que h™1 : R — {2} — R — {0}, i, segons b), h=1(y) = 53’;10, Yy € R —{2}.

6.9. Examen final 20/06/2016

295

a) Siguin a,b dos enters positius primers entre ells. Demostreu:

FkeZ(a=2")<=3IcZ,VnEZ (n>h—al2").

b) Es certa 'equivaléncia anterior en el cas de nombres no primers entre ells? Raoneu la resposta.

Solucié:

a) =) Hipotesi: a és una poténcia de 2. Tesi: existeix h € Z tal que a és divisor de 2"b, 2"+1p, 2/+2p, . .
Es evident ja que si a = 2%, llavors a divideix a 2Fb, 2F+1p, 2542y
<) Hipotesi: existeix h € Z tal que a és divisor de 2"b, 2/ +1p, 2P+2p .. Tesi: a és una poténcia de 2.

Tenim: a|2"b, i com que a i b s6n primers entre ells, aplicant el lema d’Euclides es té: a|2". Per
tant, 'anic factor primer de a és 2, i aixi a és una poténcia de 2.

b) La implicacié =) és certa siguin quins siguin ¢ i b. En canvi, la implicacié <) és falsa quan a i b no
son primers entre ells. Contraexemple: basta prendre a = b =6 i es té que a|2"b, Vn > 0, i en canvi
a no és poténcia de 2.
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296 Volem demostrar la proposicio segiient.
Va,b e Z (7] (a*> +b*) < T|la A T]|D).
a) Demostreu que si a,b € Z, aleshores: 7|a A 7|b= 7] (a® + b?).
b) Calculeu el conjunt {a*|a € Zr}.
¢) Calculeu el conjunt {a® + b’ |@,b € Zz}.

d) Deduiu de l'apartat anterior que: 7| (a® +b%) = 7|a A 7| b.

Solucié:

a) T|aANT|b=3reZ(a="Tr) A s

m

Z(b=1Ts) = a?+ b2 =7(7r? +75%) = 7| (a® + b?).

2 2

=2

=2, 1" =16=25 =25=14,6 =36 = 1. Per tant,

=

|
wl
Q|

2 =
}.

. _ -2 . .
¢) Per calcular totes les possibles sumes @2 + b, utilitzem els quadrats calculats a I’apartat anterior:

b) Tenim: 0 =
{a*|a € Zr}

Y

0,1
= {67 Ta 57

|

=
Il
=
o Ol
+ +
[\l
Il
\.M‘
o O
Ny
Il
N
=
+
=
Il
|

+
+

Ny
Il
|

)
)

d) 7] (a®*+v?) = a*+ ¥ =0a Z7. Segons l'apartat anterior, I'inica manera d’expressar 0 de la forma
@ +b és0 +0°. Pertant,@®+b =0=a=5b=0=7 la A T7]b.

1
297 Expresseu de totes les maneres possibles la fraccio 31 com a diferéncia de dues fraccions amb
denominadors 171 4.

Solucié: Hem de trobar tots els enters a i b tals que:

a b 1

7 4 34
Aixo equival a resoldre I'equaci6 diofantica 4a — 17b = 2, que té solucié perqué med(4,17) =111 | 2.
Passant a Zy: —b=2,donb=-2=2ib=2+4t,ont € Z. Llavors a = (2 + 17(2 +4t))/4 = 9 + 17¢.
L’expressi6 genérica demanada és doncs:
1 9417t 244

34 17 4

on t és un enter qualsevol.

6.10. Recuperacié del primer parcial 20/06/2016

298 Considerem el predicat sobre els nombres reals, I(z): ‘@ és un nombre irracional’. Considerem la
proposici6 segiient:

Per a tot x i tot y, si x + y és wrracional, aleshores x és irracional o y €s irracional.

a) Formalitzeu aquesta proposicio usant el predicat I i els simbols logics necessaris.
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b) Negueu aquesta formalitzacié obtinguda i escriviu la negacié amb paraules.

¢) Demostreu la proposicio original, indicant quin métode useu.

Solucié:

a) (Vo)(Vy)(I(z +y) = (I(2) V I(y)))-

b) (3z)(3y)(I(z +y) A —I(z) A —I(y)): existeixen dos racionals tals que la seva suma és irracional.

¢) Demostracié de a) pel contrareciproc: la suma de dos racionals és racional:

ad be

ad + be

b~ d @

a C
€Q:>E+E7

Ul o

a
b7

299 Demostreu per induccio que si n > 1, llavors:
n n® n?
—+—+—€eN.
3 + 2 + 6
Solucioé:
1 1 1 24+3+1
Pas basic: 3 + 5 + 6= % =1, que és natural.
. . o .on n? nd
Pas inductiu: Hipotesi d’induccio: 3 + - + 3 € N.
. n+1  (n+1)?  (n+1)°
Tesi: € N.
L 6
Tenim:
n+1

+
+

mn+1)2 (n+1)3
3 T2 T (

|
TR

\ |3

- -

SIESISIE SN
+

>|% o3 o3,

+

<"

w

i aquest nombre es natural per ser-ho el primer sumand (per hipotesi d’induccio) i el segon, donat

que (n+ 1)(n + 2) és sempre un nombre parell.

+ 1+
3

) 6 + 9n + 3n2

+7

6
(n+1)(n+2)
>+2

2n+1

32 +3n+1

2

6

)

6.11. Recuperacié del segon parcial 20/06/2016

300 A linterval de nombres reals I = (1, +00) es defineix la relacio: x Sy <= = +y > 2.

a) Demostreu que S és una relacié d’equivaléncia.

b) Calculeu les classes d’equivaléncia i el conjunt quocient

1/8.

¢) Considerem ara la mateixa relacio pero definida sobre R. Proveu que S no és d’equivaléncia.

Solucié:
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a) i) Reflexiva: £ Sz, Vz € I, donat quez >1 =z +z>1+1=2.
ii) Simétrica: Sy =2 +y>2=—=y+z>2=—ySuz.
iii) Transitiva: © SyAySz = xS z, donat que xS z és cert, atés que x+2z >2enserx > 1iz > 1.

b) Hem vist en la transitivitat anterior que xS z és sempre certa, siguin quins siguin els valors de z, z € I,
per tant hi ha una tnica classe d’equivaléncia i el conjunt quocient és I/S = {I}.

c¢) Falla la reflexivitat: « S = no és cert per a tot € R: 050 és fals, donat que 0+ 0 ¥ 2.

301 Sigui A= {0,1,2,3}.
a) Escriviu el conjunt P(A) de les parts de A.
b) Considerem V'aplicacio f : P(A) — P(A) definida per: f(X) = (X \{0}) U{1}.

i) Es f injectiva? Justifiqueu la resposta.

ii) Es f exhaustiva? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

a) El conjunt de les parts de A és:

P(A) ={0,{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2, 3},
{0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3}, A}.

b) i) No és injectiva ja que {0} i {1} tenen la mateixa imatge: {1}.
ii) No és exhaustiva ja que, per exemple, () no té cap antiimatge. De fet, els tnics subconjunts de A
que tenen antiimatge son: {1}, {1,2},{1,3},{1,2,3}.

6.12. Examen final de reavaluacié 11/07/2016

302 Considera 'aplicacio:

FiRV{-L1} 5 R\{0}, @) = .

a) Justifica que f esta ben definida.
b) Demostra si és injectiva o no.

¢) Demostra si és exhaustiva o no.

Solucié:

a) Siz e R\ {-1,1}, llavors 2% — 1 # 0 i, per tant, 12—1_1 € R i, a més, és diferent de 0.
b) L’aplicacio no és injectiva. Contraexemple: f(2) = f(—-2) =1/3.
¢) L’aplicacié no és exhaustiva. Contraexemple: si y = —1/2, llavors Iequacio

1 —_—
22—1 2

no té solucio.
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303 En el conjunt A ={-3,-2,-1,0,1,2,3} considerem la relaci6 R donada per:

aRb < 2—b>=b—a.

a) Enuncia formalment quines son les propietats que ha de satisfer una relacié d’equivaléncia i demostra
que R les compleix.

b) Calcula les classes d’equivaléncia.

Solucié:

a) Una relaci6 és d’equivaléncia si i només si és reflexiva, simétrica i transitiva.

2

e R és reflexiva: en efecte, a®? —a? =a —a = 0.

e R és simétrica: si a? — b% = a — b, aleshores b? — a? = b — a.

2 2 2

e R éstransitiva: si a®—b% = a—bib?>—c? = b—cisumem terme a terme, aleshores a®> —c? = a—c.
b) Sia€ A, llavors [a) ={r € A: 2?2 —a? =2 —a} ={x € A:2? — 2 = a® — a}. Per tant:
[-3]={re€cA:2?—z=12} ={-3}

[2]={zcA:2? —2=6}={-2,3}

[l]={r€eA:2? —z=2}={-1,2}

O ={zecA:2?—2z=0}={0,1}.

El conjunt quocient és A/R = {[-3],[-2], [-1],[0]}.

304 Demostra per induccié que per a tot n > 6 es satisfa que 2" > (n + 1)2.
Solucié:

Pas inicial: si n = 6, llavors 26 = 64 > (6 + 1) = 49.

Pas inductiu: sigui n > 6 i suposem (hipotesi d’induccié) que 2" > (n + 1)2. Volem demostrar (tesi)
que 2" > (n 4 2)2. Procedim:

Mt —9m. 9> (n41)2-2=2n2+4n+2>n’ +4n+ 4= (n+2)?

la primera desigualtat per hipotesi d’induccié i la segona perqué n > 6 implica que n? > 36 > 4.

305

a) Quins nombres tenen invers en Zq5?
b) Calcula l'invers de 5 modul 12.

¢) Resol l'equacié 5z = 11 (mod 12).

Solucié:

a) La classe @ € Zjo té invers si i només si med(a,12) = 1. Per tant, les classes que tenen invers son
1,5,7,11.

b) Si multipliquem 5 per les classes que tenen invers, veiem que 'invers és 5. En efecte: 5-5 = 25 = 1.
).

¢) Multiplicant els dos costats de la congruéncia per 5, obtenim: 5-5z =z =5-11=7 (mod 12
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7.1. Examen parcial 7/11/2016

306 Considerem les dues proposicions segiients:

a) Si z, y son nombres reals positius qualssevol, llavors es compleix z/y + y/x > 2.
b) Si x, y son nombres reals positius qualssevol, llavors es compleix z/y — y/x > 2.
Es demana:

1) Escriviu en llenguatge de predicats les dues proposicions.

2) Demostreu que la primera proposicio és certa.

3) Demostreu que la segona proposicio és falsa.

Solucié:

1) Considerem 'univers de discurs el conjunts dels nombres reals. Llavors les proposicions donades es
poden escriure:

Vr,y((z>0Ay >0) = (z/y +y/z > 2))
Ve, y (x> 0Ay>0) = (z/y —y/z = 2))

2) Siguin z, y nombres reals estrictament positius. Llavors tenim les equivaléncies segiients:

2,2
T e TV 5y
y ry
& 2? +y? > 2y (1)

s+ y?—22y>0
& (z—y)* >0,

i com que la desigualtat (z — y)? > 0 és certa sempre, la desigualtat original també ho és.

(1): aquesta equivaléncia és certa perqué zy > 0; i si multipliquem o dividim una desigualtat per un
nombre estrictament positiu, llavors la desigualtat es manté.

140
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3) Que la segona proposicié sigui falsa vol dir que la seva negacio és certa. La negacio de la segona
proposicié és:

Jr,y((x >0Ay > 0)A (z/y —y/z < 2)).
Per tant, hem de trobar nombres reals estrictament positius z i y que compleixin z/y — y/x < 2: és

a dir, un contraexemple de la proposicié6 donada. Per exemple, si considerem z = y = 1, tenim que
z/y—ylr=0<2.

307 Demostreu la formula:

n—1
6-) (K*+1)=2n—3n+Tn, n>1,
k=0

de dues maneres diferents:

a) per induccio sobre el nombre natural n;

b) directament, tenint en compte la formula Y _, k* = n(n + 1)(2n +1)/6.

Solucié:

a) Pas base: per a n =1, el membre de l'esquerra val:

(k*4+1)=6-(02+1) =6,

Mo

o>~
Il

0
i el de la dreta val: 2-1% —3-124+7-1=6.
Pas inductiu: fixem un enter m > 1 i suposem que la propietat és certa per a aquest enter; és a dir:

-1
6- ) (k*+1)=2m®—3m?+7m (hipotesi d’induccio).

3

>
Il
=)

Volem demostrar que la propietat és certa per a 'enter m + 1; és a dir:

(B+1)=2m+1)>-3m+1)>+7(m+1) (tesi).

Ms

>
Il
o

Tenim:

Ms

(k*+1)=6- Z 1) 4+ 6(m? +1)

B
I
<
°°|

= (2m
=2m> 4+ 3m? + Tm + 6.

—3m?* 4 Tm) + 6(m? + 1) (per hip. d’induccid)

D’altra banda, desenvolupant obtenim:

2m+1)2 =3(m+1)2 +7(m +1) = 2m® + 3m? + Tm + 6.

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot nombre natural n > 1.
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b) Llavors tenim que:

3
|
—_
3
|
—

kE*+6- Zl

k2 — n2> + 6n
1

k2 —6n% + 6n

~
Il
=
£
Il
<

b
Il

I I
PN 1D

E
Il

1
=n(n+1)(2n+1) — 60+ 6n
=2n® — 3n? + Tn.

7.2. Examen parcial 5/12/2016

308

1) Siguin A, B, C subconjunts d’un conjunt X tals que ANB=ANC1A°NB = A°NC. Proveu que

B=C.
2) Definim a Z la relacié: a Rb < (a+1)2 = (b+ 1)2.

a) Proveu que R és una relacio d’equivaléncia.

b) Donat a € Z, calculeu [a]. Doneu una descripcié del conjunt [a] per extensio.

¢) Calculeu el conjunt quocient. Doneu una descripcié del conjunt quocient per extensié (podeu usar

punts suspensius).

Solucié:

1) Hem de demostrar que B C C' i que C C B.
Sigui € B. Tenim dos casos: x € Ao z ¢ A.

x € A: en aquest cas x € Bix € A. Per tant, x € AN B. Pero, per hipotesi, AN B = ANC. Per

tant, z € AN C, d’'on deduim que z € C.

x ¢ A: en aquest cas x € Bix ¢ A. Per tant, x € A° N B. Pero, per hipotesi, AN B = A°NC. Per

tant, z € A°NC, d’on deduim que z € C.

Per tant, hem demostrat que si z € B, llavors x € C.

Per simetria, intercanviant els papers de B i C, tenim ’altra inclusi6 C' C B.

Una altra solucid. Sabem que X = AU A° i que X N B = B. Per tant:

B=XNB=(AUANB
= (AN B)U (4°N B)
= (CNA)U(ANC)
= CN(AUAY)
—CnXx=C.

prop. distributiva
per hipotesi
prop. distributiva

2) Veiem que R és una relacio d’equivaléncia. Es a dir: R és reflexiva, simétrica i transitiva.

Reflexiva: tenim que (z +1)? =

(x + 1)%, per a qualsevol enter x. Per tant, x R x, per a tot x € Z.
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Simétrica: si z,y € Z, tenim:
cRy=(z+1)?=(y+1)*= (y+1)°=(z+1)’ >y Ra.
Transitiva: si x,y, z € Z, tenim:
tRyANyRz= (z+1P2=@uy+1)>*A(y+1)?=(2+1)°
=(x+1)2=z+1)?*=zRz
Calculem ara la classe d’equivaléncia d’un enter a:

[al={z€Z:xRa}
={z€Z:(z+1)*=(a+1)%}
={reZ:z+1l=a+1Va+l=—(a+1)}
={z€Z:z=aVzr=-a—-2}={a,—a—2}
Observem que [a] té sempre dos elements, excepte per a a = —1: [-1] = {—1}.

El conjunt quocient és:

Z/R ={la] : a € Z} = {{-1},{0,-2},{1,-3},{2, -4}, ...}.

309 Sigui D ={x € R:z > 1}. Definim aplicaci6 g : D — D per:

1) Comproveu que g esta ben definida.
2) Proveu que g és una aplicacié bijectiva.
3) Calculeu laplicacio g o g.

4) Calculeu I'aplicaci6 inversa g~ 1.

Solucié:

1) Hem de demostrar que g és una aplicacié ben definida; és a dir, si z € D, llavors z/(x — 1) € D.
Suposem que x és un nombre real tal que z > 1. Llavors z — 1 > 0 i, per tant, si dividim els dos
membres de la desigualtat © > = — 1 per  — 1, la desigualtat es manté; és a dir:

x >1}717
rz—1 x—1

>x—-1) A(x—-1>0)= 1.

Per tant, hem vist que si z > 1, llavors /(z — 1) > 1.

2) Hem de demostrar que g és injectiva i exhaustiva. Provem que és injectiva. Siguin z,z’ € D tals que
g(x) = g(«’). Hem de demostrar que x = 2’. Tenim:

T z/

m—lzm’—l

=z —-1)=2'(z - 1)

/ / /
=TT —T =TT —X

!
= Tr=x.
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Demostrem ara que g és exhaustiva. Sigui y € D. Hem de veure que existeix « € D tal que g(z) = y.
Tenim:

= e =
g@)=ye — =y
sSzr=y(z-1) perqué x # 1
Say-1) =y
sr=—21_ perqué y # 1.
y—1

Finalment, hem de comprovar que aquesta x que hem obtingut és un element de D; és a dir, que si
y > 1, llavors z = y/(y—1) > 1. Aquesta implicaci6 es demostra de la mateixa manera que 'apartat 1.

Observem que al demostrar que g és exhaustiva, hem vist que donat un y € D existeix un unic x € D
tal que g(z) = y. La unicitat implica que g és injectiva.

Per definici6 de composicié d’aplicacions: (g o g)(z) = g(g(x)). Per tant:

X

/) = S x =z
LS Rl s eyt poa |

r—

Per tant, (g o g)(x) = x, per a tot € D. Es a dir: go g = Ip, I'aplicaci6 identitat de D.

Observaci6: d’aquesta propietat es pot deduir directament que G és una aplicacié bijectiva i que
g~' = g. Efectivament, sabem que Ip és una aplicacié bijectiva. A més, sabem que si f o h és
bijectiva, llavors f és exhaustiva i h és injectiva. En el nostre cas, deduim que g és exhaustiva i
injectiva. D’altra banda, f i h son bijectives i mituament inverses una de ’altra si i només si foh
i ho f son les corresponents aplicacions identitat. En el nostre cas, deduim directament que g és la

seva propia inversa.

Sabem que g és bijectiva. Per tant, si z,y € D, llavors, per definici6é d’inversa:
g(x) =y & g7 (y) = =

A Tapartat 2, hem vist:

gl) =y r=—"01

7.3. Examen final 12/01/2017

310 Siguin a, b i n enters més grans o iguals que 1. Proveu que:

a |t < alb.

Solucié:  Donarem dues solucions. Comencem per la primera.

<) Sia,b>1 s6n enters, llavors tenim:

alb=3keZ (b=ak)= I €ZO" =a"k' ANK =k") = a" | b".
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=) Suposem ara que a™ | b". Llavors existeix un enter ¢ tal que b = a™t. Volem demostrar que a | b.
Escrivim a = a1d, b = byd, amb d = mcd(a,b) i med(as,b1) = 1. Com que a,b > 1, tenim que
d # 0. Per tant, tenim:

" =a"t = bPd" = ald"t = b} = alt = ay | bY.

Ara bé, si med(ay,b1) = 1, llavors med(aq, b)) = 1, per a tot enter m > 1. Demostrem aquesta
afirmacié per reduccié a I’absurd. Suposem doncs que mcd(aq,b1) = 1 i med(ay, b7*) # 1. Llavors
hi ha un nombre primer p tal que p | a1 i p | b*. Pel lema d’Euclides, si p | b7?, llavors p | b;. Pero
ara tenim que hi ha un nombre primer p tal que p | a; i p | b;. Contradiccio, ja que med(aq,by) = 1.

Per tant, mcd(a1,b7) = 11 com que a; | b7, med(ay,b}) = a;. Es a dir, a; = 1. Aixo vol dir que
a = ai1d = d, que divideix a b.

Segona solucid.

Descomposem a i b en factors primers. Per tal de facilitar la notacié, escrivim a les dues factoritzaci-

ons tots els primers que apareguin tant a a com a b. Per tant, existeixen p1, ..., pg, primer diferents

entre ells tals que a = [[,_, pi"*, b= Hle pf amb a;, 5; > 0. Observem que les factoritzacions de

. . k Tk ; .
a”™ i b™ es poden escriure com [[,_, pi* i [[;_; p?ﬁ ‘ respectivament.

Observem que, en general, es compleix:
a|bs a; < B per tot i.
Aixi:

a™ | b" & no; < nf; per tot i & a; < f; per tot i < a | b.

311

a) Siguin a,b, ¢, d enters tals que a # 0 i d # 0. Demostreu l'equivaléncia:

ab=ac (modad) &b=c (mod d).

b) Demostreu que si n > 1 és un enter tal que med(n,7) = 1, aleshores 5 - 8" = 5-n*® (mod 35).

Solucié:

a) Suposem primer que ab = ac (mod ad). Per definici6 de congruéncia, existeix un enter k tal que
ab —ac = k-ad. Com que a # 0, podem simplificar aquesta igualtat d’enters per a i obtenim
b—c=k-d. Pertant: b= c (mod d).

Demostrem ara el reciproc. Suposem que b = ¢ (mod d). Llavors existeix un enter ¢ tal que b—c¢ = ¢-d.
Multiplicant per a els dos membres de la igualtat obtenim ab—ac = t-ad. Per tant: ab = ac (mod ad).

b) Per I'apartat anterior, i donat que 35 =5 - 7, tenim I’equivaléncia:
5-8"=5-n" (mod 35) < 8" =n*® (mod 7).

Ara bé, es compleix que 8" = 1" = 1 (mod 7). Per tant, només hem de demostrar que n*® = 1

(mod 7). Com que mcd(n,7) =117 és primer, podem aplicar el teorema petit de Fermat i obtenim
que n® =1 (mod 7). Finalment, tenim: n*® = (n%)8 =18 =1 (mod 7), com voliem demostrar.

312

a) Proveu que si x és un enter positiu més petit que 10* del que sabem els residus de les divisions per
13, 251 37, llavors x és dnic.
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b)

Trobeu I'tinic enter positiu 2 més petit que 10* que déna residus 2, 4 i 5 al dividir per 13, 25 i 37,
respectivament.

Solucié:

a)

Anomenem rq, 15 1 73 els residus de que parla Uenunciat. Observem que med(13,25) = med(13,37) =
med(25,37) = 1, és a dir que els nombres 13, 25 i 37 son primers entre ells dos a dos. El teorema
xinés dels residus afirma que el sistema de congruéncies:

x=r; (mod 13)
x=ry (mod 25)
x=r3 (mod 37)
té solucid, que és tnica modul 13 - 25 - 37 = 12025. En particular, si sabem que el sistema anterior té

una solucié = que esta entre 0 i 10%, amb aquestes condicions (estar entre 0 i 10*) x sera tinica ja que
10* < 12015.

Anem a resoldre el sistema:
r=2 (mod 13)
x=4 (mod 25)
x=5 (mod 37)

Com que els moduls sén primers entre ells dos a dos, usarem ’algorisme que ens permet escriure x
com:

r=ai-y1-Mi+az-y2- My +as-ys - Ms (mod my-mg-msz).

Fem una taula amb els a’s, m’s, M’s i y’s:

i [ai [mi | M; Yi ‘
112 [13(25:37=925|y;-M; =1 (mod my)
214 125 |13-37=481|yz- My =1 (mod ms)
315 (37 [25-37=325 |ys Mz =1 (mod ma)

Calcul dels y’s:
ey -925=1 (mod 13) & y; - 2=1 (mod 13) & y; =7 (mod 13) (a ull).
e yy-481 =1 (mod 25) & y2- 6 =1 (mod 25) & yo = —4 (mod 25) (a ull).
e y3:-325 =1 (mod 37) < y3-29 =1 (mod 37). Com que no es veu la solucié a ull, calculem-la
mitjancant la identitat de Bézout que obtindrem via ’algorisme d’Euclides estés:

Yy 0 1 -1 4 -5 9 -14
0 1T 3 1 1 1 2
R 37 29 8 5 3 2 1
3 1 1 1 1 0
Identitat de Bézout: 37-%+29-(—14) = 1. Sireduim modul 37, obtenim (—14)-29 =1 (mod 37).
Per tant, prenem y3 = —14.

La taula anterior queda:

|

ilai [mi [ M; [ yi |
1] 2|13 ]925 7

214 125|481 | —4
315 |37 (325| —14

Solucié general del sistema:
x=2-7-925+4-(—4)-4814+5-(—14)-325 = —17496 = 6554 (mod 12025);

Com que ens demanen I'tinic enter positiu més petit que 10* que és solucié d’aquest sistema, aquest
és 6554.
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7.4. Recuperacié del primer parcial 12/01/2017

313 Siguin a,b nombres reals. Demostreu que o bé a > “T"’b obéb> ‘%"b. Indiqueu clarament quin
meétode de demostracié utilitzeu.

Solucié:  Hem de demostrar que:

Va,beR(aZa;b\/bza;b).

Siguin a i b nombres reals arbitraris. Donat que pV g = (—p — ¢), per demostrar la disjunci6, neguem

una de les condicions i demostrem que s’ha de satisfer I’altra. Suposem doncs que a < “T"‘b. Hem de
demostrar que b > aTer. Tenim:
b b b
a < at :>2a<a+b:>a<b:>a+b<2b:>%<b:> at <b.
314 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:
- 2 D(2n+1
3
1=1
Solucié:
Pas base: sin =1, tenim:
1
2 1)(2 1 2-2-3
; 3 3
i=1
Pas inductiu: sigui m > 1 i suposem que la propietat és certa per a m:
- 2 DE2m+1
2(22')2 _ 2mm + 3)( m+ 1) (hipotesi d’induccio).
i=1
Hem de demostrar que la propietat és certa per a m + 1; és a dir:
”§(2i)2 _2(m A+ 1)(m+2)(2m + 3)
; B 3 ’
i=1
Tenim:
m—+1 m
> (2i)? =D (20)* + (2(m + 1))
i=1 i=1
2 1)(2 1
= m(m + 3)( m+1) +4(m +1)? per hip. d’induccioé
~2m(m+1)(2m+ 1) +12(m + 1)2
B 3
_2(m+1)(m(2m + 1) + 6(m + 1))
B 3
_ 2(m+1)(2m2 + Tm + 6)
B 3
_ 2(m+1)(m+2)(2m + 3)
= 3 .

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.
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7.5. Recuperacié del segon parcial 12/01/2017

315 Siguin A, B, i C conjunts no buits i f : A — B una aplicaci6. Construim ’aplicaci6 segiient:
g:AxC—=BxC, gx,y) = (f(2)y),

per a qualssevol z € Aiy € C.

a) Demostreu que si f és injectiva, també ho és g.

b) Demostreu que si f és exhaustiva, també ho és g.

Solucié:

a) Suposem que f és injectiva. Volem demostrar que g és injectiva. Siguin (z,y), (¢/,y') € A x C.
Llavors:

9(z,y) =g(@"y) = (f(z),y) = (f(@).y) = fl2) = f@)Ny=y =z=2"Ny=y,
I'altima implicaci6 és certa perqué f és injectiva, per hipotesi.

b) Suposem ara que f és exhaustiva. Volem demostrar que g és exhaustiva. Sigui (b,c) € B x C' un
element arbitrari. Hem de demostrar que existeix un element (z,y) € A x C tal que g(x,y) = (b, c).
Pero:

g(z,y) = (f(2),y) = (b,c) & f(z) =bAy=c.

Com que per hipotesi f és exhaustiva, donat l’element b € B, existeix a € A tal que f(a) = b. Podem
prendre x = a, y = c. Efectivament:

g(a,c) = (f(a)7c) = (bv C).

316 Siguin n,p € Ni A={1,...,n}. Definim la relacié R a A, de forma que:
a Rb < mcd(a,p) = med(b, p).
a) Demostreu R que és una relacié d’equivaléncia.

b) Domeu les classes d’equivaléncia per a n =18 1ip = 5.

¢) Doneu el conjunt quocient A/R, per a n,p > 1 qualssevol.

Solucié:

a) Reflexiva: med(a,p) = med(a, p) i per tant a R a. Simétrica: a R b= mcd(a,p) = med(b,p) = b R a.

Transitiva: a Rb A b R ¢ = mcd(a,p) = med (b, p) A med(b, p) = med(c, p) = med(a, p) = med(c, p) =
aRec.

b) Calculem la classe de 1:
[1] ={z € A:mcd(z,5) = med(1,5) =1} = {1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14, 16, 17, 18}.
Prenem ara el 5, el primer element de A del que encara no tenim la seva classe:
[5] = {z € A: mcd(x,5) = med(5,5) = 5} = {5, 10, 15}.

Per tant, les classes d’equivaléncia quan n =18 i p =5 son [1] i [5].
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c¢) El conjunt quocient és el conjunt format per les classes d’equivaléncia:
A/R={[a] :a € A}.

Pero [a] = {x € A : mcd(x,p) = med(a,p)}. Per tant, tots els elements de [a] tenen el mateix med
amb p que a. Com que el med és un divisor de p, per a cada divisor d de p tal que d € A tenim una
classe:

[d] = {zx € A:mcd(x,p) =d}.
Per tant: A/R={[d]:d|pArde A}

7.6. Examen final de reavaluacié 6/02/2017

317 Sigui n > 2 un nombre enter i p un nombre primer. Demostreu que {/p és irracional.

318 Demostreu per induccié que 72" — 48n — 1 és divisible per 2304, per a tot n > 1. Heu de posar
clarament ’esquema de la prova inductiva i indicar (quan toqui) quina és la hipotesi d’induccié i qué és
el que voleu demostrar.

319

a) Siguin A i B subconjunts d’un univers Q (A, B C Q). Dieu si el que segueix és vertader o fals i
justifiqueu la resposta: A C B< ANDB = .

b) Sigui f : Z — Z una aplicaci6 injectiva. Demostreu que aplicacio g : Z — Z definida per g(x) =
4. f(z)+ 1 és injectiva perd no és exhaustiva.

320 Resoleu 'equacio diofantica segiient i trobeu la solucié amb la x positiva minima: 902x—434y = 104.

7.7. Examen parcial 20/04/2017

321 Demostreu per induccioé que si n > 2, llavors:

n

Sty
2041 3

=0

Expliciteu, al pas inductiu, la hipotesi d’inducci6 i el que voleu demostrar. Justifiqueu tots el passos.
Solucié:

Pas base: si n = 2, tenim que:

) DIEEPEE N
2i+1 3 5 15

; 4 : 2 _
que és més petit que £ +1=

wlot

Pas inductiu: sigui n > 2 un enter i suposem que es compleix:
n

1
Z % 11 < g +1 (hipotesi d’inducci6).
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Volem demostrar que la propietat es compleix també per ’enter n + 1; és a dir:

n+1
1 n+1
1.
P T
=0
Tenim
n+1 1

n
S S .
2i+1 2n+3 3 2n+3’

1= 1=0

ii\g
S
_|_

I

aquesta ultima desigualtat per hipotesi d’inducci6. Ara hem de demostrar que:

1 1
L <

1.
3 2n+3 3 +

Com que n > 2, tenim que 2n + 3 > 7 i, per tant, 1/(2n+3) <1/7 < 1/3. D’aqui deduim:

n 1 n 1 n+1
—+1+ <—-+4+14+-=

1.
3 2n+3 3 3 3 *

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot enter n > 2.

322 Sigui » un nombre natural arbitrari. Demostra que sén equivalents:

a) n+ 3 és senar.
b) 5n2 + 2n + 1 és senar.
c) n — 2 és parell.

Indiqueu quins métodes de demostraci6 utilitzeu.

Solucié:  Per a demostrar que aquestes proposicions séon equivalents, hem de demostrar que a) implica
b), que b) implica ¢) i que ¢) implica a).

a)=b) Prova directa. Suposem que n + 3 és senar; és a dir, n és parell: n = 2k, per a algun k € Z.
Llavors tenim que:
5n? 4+ 2n +1=5(2k)% +2-2k +1 = 2(10k% + 2k) + 1,
que és senar.

b)=-c) Prova pel contrareciproc. Suposem que n + 3 és parell, és a dir, n és senar: n = 2k + 1, per a
cert k € Z. Llavors tenim que:

5% 4+2n+1=52k+ 1) +2(2k + 1) + 1 = 2(10k? + 12k + 6),
que és parell.

c)=a) Prova directa. Suposem que n — 2 és parell. Llavors n és parell també i, per tant, n + 3 és senar.

7.8. Examen parcial 15/05/2017

323 Considerem el conjunt A = {1,2,3}. Definim al conjunt X = A x P(A) la relacié R:
(a,B)R(d/,B") & a=d A |B|=|B,

on |B| denota el cardinal del conjunt B.
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a) Proveu que R és una relacié d’equivaléncia al conjunt X.

b

Trobeu totes les classes d’equivaléncia. Doneu-les per extensio.

¢) Trobeu el conjunt quocient.

)
)
)
)

d) Quantes classes hi ha si el conjunt A té n elements?

Solucié:

a) R és reflexiva: si (a, B) € X, llavors a = a i |B| = | B|. Per tant, (a, B) R (a, B).

R és simétrica: si (a,B) R (a/,B’), llavors a = a' i |B| = |B’|; per tant, també es compleix que
(¢/,B') R (a, B).

R és transitiva: si (a7B)R(a B")i(a,B")R(a”,B"), lavors a = o/, |B| = |B’|,d’ =d" i |B'| = |B"|;
per tant, tenim que a = a” i |B| = |B”| i es compleix que (a, B) R (a”, B").

b) Sigui (a, B) € X. Trobem la seva classe d’equivaléncia:
[(a, B)] = {(2,C) : 2 = a,|C| = B[} = {(a,C) : |C] = | B};

és a dir, la classe de (a, B) esta formada pels parells de la forma (a,C) on C és un subconjunt de A
amb el mateix cardinal que B. Per tant, tenim les classes:

[(a,
[(a, {1}
[(a,{1,2}
[(a;{1,2,3}

En total tenim 12 classes d’equivaléncia.

{(a,0)} a=1,2,3
{(a,{1}), (a,{2}), (a, {3})} a=1,2,3
{(
{(

a,{1,2}), (a, {1,3}), (a, {2,3})} a=1,2,3
a,{1,2,3))} a=1,2,3

vvvv

0)]
]
]
]

c¢) El conjunt quocient esta format per totes les classes d’equivaléncia:

X/R={[(1,0)],1(2,0),[(3,0)],
[(L, DL [, DL B, {11)],
[(1, 41, 21)] 12, {1, 2D)], (3, {1, 2})],
[(1,{1,2,3D)], [(2,{1,2,3})], [(3, {1, 2, 3})]}-

d) Si A tén elements, llavors hi ha una classe per a cada parell format per un element a € A i un possible
cardinal k, 0 < k < n. Per tant, hi ha n(n + 1) classes.

324 Siguin f: N — Z i g:7Z — N les aplicacions segiients:

£n) -5 si n és parell (n) 2n—1 sin>0
n)= n)=
w si m és senar g —2n sin<0

a) Calculeu f[{0,1,2,3,4}] i g7'[{0,1,2,3,4}].
b) Calculeu les aplicacions go fi fog.

¢) Proveu que f i g son bijectives.

-1

)
)
)
d) Calculeu les aplicacions inverses f~1ig

Solucié:
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a) Tenim:

f[{oa 1327374}] - {f(o)af(l)a f(2)7f(3)7f(4)} = {07 1,-1,2, *2}'
g '{0,1,2,3,4}] = {0,1, -1,2, —2}.

b) Tenim, si n € N:

g(-=n/2) si n és parell

(go f)(n) =g(f(n)) = {g((n +1)/2) sin és senar

Sin € N és parell, llavors —n/2 és un nombre enter negatiu. Per tant, g(—n/2) = —2(—n/2) =n. Si
n € N és senar, llavors (n+1)/2 és un nombre enter positiu. Per tant, g((n+1)/2) = 2((n+1)/2)—1 =
n. Es a dir, hem demostrat que la composicié g o f és I’aplicacié identitat Iy.

Ara sin € Z tenim:

f2n—1) sin>0

(09)(n) = {f(_%) B

Sim > 0, llavors 2n — 1 és un nombre natural senar. Per tant, f(2n — 1) = (2n—141)/2 = n. Si
n < 0, llavors —2n és un nombre natural parell. Per tant, f(—2n) = —(2n)/2 = n. Es a dir, hem
demostrat que la composicié f o g és I'aplicacioé identitat Iy.

¢) Hem provat a 'apartat anterior que go f = Iy i que f o g = Iz. Com que aplicacié identitat d’un
conjunt és bijectiva, deduim d’aquestes igualtats que tant f com a g son bijectives.

d) De les mateixes igualtats d’abans deduim que les aplicacions f i g sén mutuament inverses. Es a dir,
fTt=gigt=.

7.9. Examen final 09/06/2017

325

a) Sabem que a Z, el sistema d’equacions:
3T +4y=5
6T+ 7y =38

té la solucié T = 7, § = 8. Calculeu els possibles valors de n.

b) Siguin a, b i ¢ enters tals que mcd(a,b) = 5 i med(a, ) = 4. Proveu que a acaba en 0 i b acaba en 5
(en base 10).

Solucié:

a) Substituint la solucié al sistema, obtenim:

Q| Ot
& &l
ool o

Sl =l
& g

+
+ —
Esadir,53-5=48=0198 -8 =90 =0 a Z,. Per tant, n | 48 i n | 90, i d’aqui deduim que
n | med(48,90) = 6. Els possibles valors de n son 1,2, 3, 6.

b) Si med(a,b) = 5, llavors d’'una banda 5 | a. Per tant, a acaba en 0 o en 5. Pero sabem que
med(a, ¢) = 4, la qual cosa implica que a és parell. Per tant, deduim que a acaba en 0. D’altra banda,
5| b. Es a dir, b acaba en 0 0 en 5. Si b acaba en 0, llavors b és parell. Com que ja sabem que a és
parell; deduim que mcd(a,b) és parell; i aixd no és cert. Per tant, b acaba en 5.
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326

a)

Calculeu ’enter positiu més petit que és congruent amb 2235'46® modul 223. Justifiqueu tots els
pasos.

b) Li demaneu a un amic que multipliqui el dia que va néixer per 12 i el numero del mes per 31 i que
us digui el resultat de la suma d’aquestes quantitats. El resultat és 492. Esbrineu la data del seu
aniversari.

Solucié:

a)

En primer lloc, observem que 223 és un nombre primer. En efecte, 14 < /223 < 15 i a més 223 no és
divisible pels primers 2, 3, 5, 7, 11 ni 13.

Ara, pel teorema petit de Fermat, tenim que si 223 [/ a, llavors a??3~! = ¢??2 = 1 (mod 223). Com

que 'exponent 1468 es pot escriure com 1468 = 222q + 136, obtenim que:

22351468 = 51468 — 5136 (104 223).

Ara escrivim I'exponent en binari: 136 = 23 + 27 i calculem els b; per ai=0,...,7:
bo=5 by = b3 =25 by = b3 =179 by = b3 = 152
by = b3 =135 bs = b2 = 162 be = b2 = 153 by = b = 217.
Finalment:

5186 — 527427 — 52" 52T =, b, = 152217 =203 (mod 223).

Siguin d i m el dia i el mes de 'aniversari, respectivament. Llavors 12d + 31m =492, 1 < m <121
1<d< f(m), on f(m) indica el nombre de dies del mes m.

Resolem primer ’equacié diofantica. Els coeficients 12 i 31 s6n primers entre ells i, per tant, ’equacio
té solucions enteres. La identitat de Bézout per a 12 i 31 s’obté aplicant ’algorisme d’Eucilides i és
12-13 431 - (—5) = 1. Multiplicant per 492, obtenim la soluci6 particular (dg,mo) = (6396, —2460).
Per tant, la solucié genereal de I’equaci6é ve donada per:

d = 6396 — 31t, m = —2460 + 12t¢, teZ.

Ara imposem les condicions 1 < m < 12:

1<m<12& 1< -2460 + 12t < 12
& 2461 < 12t < 2472
- 2461 <i< 2472
12— = 12
< 205,08 <t < 206.

Es a dir, t = 206. Per a aquest valor, obtenim d = 10 i m = 12. Es a dir, laniversari és el 10 de
desembre.

327

a)
b)

Proveu que a Zjo6 es compleix {5" :n >0} = {—25, —5,—1,1,5,25}.

Siguin n, m > 0 enters. Demostreu que 5 + 5 =0 a Z6 si i només sin —m =3 (mod 6).

Solucié:
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a) Si calculem les primeres poténcies de 5 a Zj26, obtenim:

=1 5=5 5=% 5=05=-1 5=-5 5=-2 5=1

Es a dir, si n > 0 és un enter i escrivim n = 6¢ + 7, amb 0 < r < 5, llavors 5" = (56)7.5" =5, Per
tant, tenim els casos segiients:

1, sin=0 (mod 6)
5, sin=1 (mod 6)
= _ 25, sin=2 (mod 6)
-1, sin=3 (mod 6)
-5, sin=4 (mod 6)
—25, sin=5 (mod 6)

b) Suposem que 5" + 5" =0 a Zy16. Tenint en compte els resultats de I'apartat anterior, les tniques
possibilitats son 1—1,5-5i25—-25. Es adir,n =0 (mod 6) i m =3 (mod 6); n =1 (mod 6) i

n=4 (mod 6);on =2 (mod 6)im =5 (mod 6) (o al revés). Per tant, n—m =3 on—m=-3=3.

Suposem ara que n —m =3 (mod 6) i que n > m (el cas m > n és similar). Llavors existeix un enter
k > 0 tal que n = m + 3 4+ 6k. En tal cas, tenim:

n =m+3+6k

B _F =3 6k =m =m

=5".5 .5 =5"-(-1)-1=-5"

O |

i, per tant, 5 +5

7.10. Examen de recuperaci6 del primer parcial 09/06/2017

328 Considerem 'univers de discurs dels nombres reals. Considerem la propietat P(x) que diu “per a
tot nombre real a, existeix un nombre real b tal que a® — b? = 2.

a) Formalitzeu el predicat P(z).
b) Negueu I'expressié obtinguda a ’apartat anterior i passeu la negaci6 a 'interior.

¢) Digueu si les proposicions P(1) i P(—1) son certes o falses i justifiqueu les respostes.

Solucié:

a) Va 3b (a® - b? = z).

b) =Va 3b (a®> —b* =) =Ja Vb (a® — b* # ).

¢) La proposicio P(1) diu: Ya 3b (a? — b* = 1). Es a dir, I'equaci6 a? — b*> = 1 en b té solucié per a
tot valor del parametre a. Clarament aixo és fals com mostra el contraexemple segiient: per a a = 0,
I'equacié —b? = 1 no té solucié en b € R. La proposicié P(—1) diu: Va 3b (a® — b? = —1). Es a dir,
lequacié a® — b> = —1 en b té soluci6 per a tot valor del parametre a. O equivalentment, ’equacioé

b2 = a2 + 1 té solucié en b € R per a tot valor del parametre ¢ € R. Aixo és clarament cert, perqué
a?+1> 0 i podem prendre b = Va2 +1 € R.

329 Proveu per induccid que si n > 1, llavors:

" n
kg 2k — 1) 2k+1)_2n+1'

Expliciteu al pas inductiu la hipotesi d’inducci6 i el que hem de demostrar.

Solucié:
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Pas base: per an =1 el primer membre de 'expressio és:

! 1 1

1
(2k—-1)(2k+1) 1-3 3

=

=

i el segon membre val 1/3.

Pas inductiu: fixem un enter n > 1 i suposem que (hipotesi d’induccio):

Zn: 1 _n
= (2k-1)(2k+1)  2m+1

Volem demostrar que la propietat és certa per a ’enter n + 1; és a dir:

n+1

1 n+1
;(2k—1)(2k+1) T2t )41

Tenim:

n+1 1 n 1 1
D G D@D - @ D@ D T B i DT

k=1 k=1
n 1
_ *
1 @n+)(2nL3) ®)
n(2n+3)+1

 (2n+1)(2n +3)
~ @2n+1)(n+1)
 (2n+1)(2n+3)
_n+1
- 2n+3’

on a (*) hem aplicat la hipotesi d’induccio.

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a toto enter n > 1.

7.11. Examen de recuperacié del segon parcial 09/06/2017

330 Siguin A, B i C conjunts. Proveu les propietats segiients:
a) Ax (B\C)=(AxB)\(4AxC).
b) AC B« P(A) C P(B). [P(X) denota el conjunt de les parts del conjunt X

Solucié:

a) Sigui (z,y) qualsevol. Tenim:

(,y) e AxB)\(Ax ()< (z,y) e AxBA(zy) ¢ AxC
SreANyeEBA-(ze ANyeO)
sSreANyeBA(z ¢ AVy ¢Q)
SxeANyeBANz g A)V(xe ANyeBAy¢C)
S (reANyeBAy ¢ )
srxeANyeB\C
& (z,y) € Ax (B\O).

Observacio: hem aplicat les definicions d’operacions de conjunts i equivaléncies de logica de proposi-

cions, i per tant a tot arreu hem escrit equivaléncies.
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b) Basta demostrar les dues implicacions: A C B = P(A) CP(B)iP(A) CP(B)=ACB.
Suposem que A C B i sigui X € P(A). Llavors X C A i com que A C B i la relaci6 d’inclusio és
transitiva, tenim que X C B. Per tant, X € P(B).
Suposem ara que P(A) C P(B). Tenim que A € P(A) i per hipotesi tenim que A € P(B); és a dir,
ACB.

331 Considerem l'aplicaci6 f: R\ {1} — R\ {2} definida per:

flx) = 1 +2

rx—1

a) Comproveu que si € R\ {1}, aleshores f(z) € R\ {2}.
b) Proveu que f és injectiva.
)

¢) Proveu que f és exhaustiva.

d) Justifiqueu que f té inversa i calculeu-la.

Solucié:

1

— + 2 &és un nombre real. Suposem que és 2. Llavors tenim:

a) Sigui z € R, « # 1. Llavors

1 1
—— +2=2= ——=0=1=0,
r—1 r—1

que és absurd. Per tant, f(z) € R\ {2}.
b) Siguin x, ' nombres reals diferents de 1 i suposem que f(z) = f(z'). Llavors tenim:

1+2—1+2:>1—1:> l=2'-1=>z=2
r—1 T —1 -1 -1 " -7 =

Per tant, f és injectiva.

¢) Per definicio d’aplicacié exhaustiva, basta demostrar que donat y € R\ {2} arbitrari, existeix un
z € R\ {1} tal que f(x) = y. Tenim:

1 1
=y —— 2=y ——=y—2 1
f@)=ye —+2=ys — =y (1)

1 1
sSr-l=—sar=——+1
T y—2 T y—2 + 1,
(1): perqué hem suposat que y # 2. Ara veiem que la  que hem obtingut és diferent de 1. En efecte,
si x = 1, llavors:
1 1
—+l=2=1= ——=0=1=0,
y—2 y—

que és absurd. Per tant, 'aplicacié és exhaustiva.

d) Hem vist que f és injectiva i exhaustiva; per tant, f és bijectiva i conseqiientment f té inversa. Al
calcul que hem fet per a provar que f és exhaustiva, hem trobat de fet ’aplicacio inversa de f:

1

fHa) = —5+ 1.
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7.12. Examen de reavaluacié 10/07/2017

332 Sigui n > 2 un enter i p un nombre primer. Demostreu que {/p és irracional.

Solucié:  Per reduccio a l’absurd Suposem que {/p és racional i arribarem a una contradiccio. Si {/p

és racional, llavors {/p = % per certs enters r i s # 0 tals que mecd(r, s) = 1. Tenim que p = 7"/s"; és a
dir, ps™ . Com que p | r™, pel lema d’ Euchdes p | r. Aixi doncs, r = pry i r™ = p™rl, per a un cert
enter 7. Per tant, ps™ = p"r} o s" = p"~1rP. Com que p | p"~1r? (recordem que n > 2), tindrem que

p | s™. Una altra vegada pel lema d’Euclides tenlm que p | s. I ja hem arribat a una contradicci6: teniem
que med(r,s) =11 ara hem vist que p | rip]|s.

333 Sigui f: A — B una aplicacio.

a) Demostreu que la relacié a1 = as < f(a1) = f(az) és d’equivaléncia en A.

b) Demostreu que I'aplicacié f : A/= — B definida per f([a]) = f(a) esta ben definida i és injectiva.

Solucié:

a) Una relacio d’equivaléncia és aquella que és reflexiva, simétrica i transitiva. Veiem que en el nostre
cas es compleix cada una d’aquestes propietats.

e = reflexiva vol dir que per a tot element a € A se satisfa a = a. En altres paraules, hem de veure
que f(a) = f(a) per a tot a € A, que és cert.

e = simétrica vol dir que per a cada a1,as € A, si a; = as, llavors as = a1. En altres paraules, si
f(a1) = f(az2), Navors f(a2) = f(a1), que és cert.

e = transitiva vol dir que per a cada ay,as,a3 € A, si a; = as i ag = ag, llavors a; = a3. En altres
paraules, si f(a1) = f(a2) i f(a2) = f(as), lavors f(a1) = f(as3), que és cert.

b) L’aplicacio f esta definida sobre el conjunt A /=; és a dir, f esta definida sobre classes d’equivaléncia.
Pero en la definicio de f usem representants. Dir que f esta ben definida, doncs, vol dir que la seva
definicio no depén del representant elegit. En altres paraules, hem de veure que si [a;] = [ag], llavors
fla1) = f(a2). Velem-ho: [a1] = [a2] = a1 = a2 = f(a1) = f(a2).

f injectiva vol dir que si f([a1]) = f([az]), Havors [a;] = [ag]. Veiem-ho: f([a1]) = f([az]) = f(a1) =
flaz) = a1 = as = [a1] = [az].

4n+1

334 Demostreu que per a tot n > 2 és (n+ 2)! >

Solucié:

Pas basic: n = 2. Hem de veure que (2 + 2)! > —1; és a dir, hem de veure que 4! > L desigualtat
que és certa perqué 4! = 24 i 43/7 = 64/7.

Pas inductiu: siguin > 2 un enter. Suposem que (n+2)! > # (hipotesi d’induccid). Volem demostrar
qn+2 .
que (n +3)! > *=—. Procedim:

4n+1 4n+1 4n+2

m+3)!=m+3)-(n+2)! > (n+3)- - >4. =

la primera desigualtat per hipotesi d’induccio, i la segona perqué n > 2 > 1.

335
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a) Resoleu l'equacio diofantica segiient: 2005z + 1015y = 15.

b) Trobeu la soluci6 (z,y) de anterior equacié diofantica amb la z > 0 minima.

Solucié: En primer lloc, comprovem primer si 'equacié diofantica té solucié: és a dir, mirem si
mcd(2005, 1015) | 15. Comencem amb el calcul del med mitjangant Palgorisme d’Euclides:

Q 1 1 39 1 1
R 2005 1015 990 25 15 10 5

Com que el med és 51 5 | 15, 'equacié diofantica té solucié. Simplifiquem-la:
401z + 203y = 3, mcd(401,203) = 1.

Per a resoldre-la, busquem primer una soluci6é particular mitjangant la identitat de Bézout, identitat que
obtenim a partir de l'algorisme d’Euclides estes.

X 1 0 1 -1 40 —41 81
Y 0 1 -1 2 —79 8 -160
Q I 1 39 1 1

R 401 203 198 5 3 2 1

Identitat de Bézout: 401-81+203-(—160) = 1. Multiplicant per 3, obtenim la soluci6 particular zg = 243,
yo = —480. Per tant, la solucié general és:

T = 243 — 203¢,
y = —480 + 401¢,

amb t € Z.

Si volem que x = 243 — 203t > 0, ha de ser ¢t < %. I, com que t € Z, aixd equival a t < 1. Per a obtenir

una x minima amb aquestes condicions, agafem ¢ = 1. La soluci6 demanada és z = 40, y = —79.



Curs 2017-2018

8.1. Examen parcial 09/11/2017

336 Demostreu per induccio la féormula:
S - (1Y
= 5 ,
k=1

si n > 1. Indiqueu clarament al pas inductiu quina és la hipotesi d’inducci6 i el que volem demostrar.
Solucié:

Pas base: n = 1. D’una banda tenim: Y ,/_, k* = 13 = 1 i de laltra: ((1-(1+1))/2)? =1.

Pas inductiu: fixem un enter n > 1 i suposem que (hipotesi d’induccio):

k=1

Volem demostrar que la propietat és certa per 'enter n + 1; és a dir:

”ijm: <(n+1)2(n+2)>2_

k=1
Tenim:
n+1 n
030
k=1 k=1
2
1
_ (@) (1) per Ihipotesi d’induccié
~ n*(n+1)> N 4(n+1)3
4 4

(n+1)2(n?+4(n+1))

4
(n+1)*(n+2)°
4
_ <(n+1)(n+2)>2_

2

159
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Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

337 Considerem 'enunciat E segiient:

Per a tot a, b ¢ i d enters, si a + b+ ¢+ d és senar, llavors a + b és senar o a + ¢ és senar o
a + d és senar.

a

b

) Escriviu Penunciat E expressant la implicacié en la seva forma contrareciproca.
) Escriviu la negaci6 de enunciat E.
¢) Demostreu que 'enunciat E és cert. Indiqueu quin métode de demostracio utilitzeu.

d) Es cert el reciproc de I'enunciat E? Justifiqueu la resposta.

Solucié:
a) L’enunciat E amb la implicaci6 en la seva forma contrareciproca s’expressa aixi:

Per a tot a, b ci d enters, si a+b és parell i a+c és parell i a+d és parell, llavors a+b+c—+d
és parell.

Hem usat la llei de de Morgan per a negar el conseqiient, que té forma de disjuncié i, per tant, la seva
negaci6 és la conjuncié de les negacions.

b) L’enunciat E esta quantificat amb un V. Per tant, la seva negaci6 és una proposicié quantificada amb
un 3. A més, hem de negar la implicacié que segueix:

Existeixen a, b ¢ i d enters tals que a +b+ ¢+ d és senar i a + b és parell i a + ¢ és parell i
a + d és parell.

¢) Indiquem per 2|x el fet que 'enter x sigui parell i per 2 f x la seva negacio. Siguin a, b ¢ i d enters.
Per a demostrar la implicacio:

2 f(a+b+c+d)=2 f(a+b)V2 [(b+c)V2 f(a+d)
podem usar diverses técniques.

e Per exemple, com que al conseqiient hi ha una disjuncié, podem negar totes les proposicions menys
una i passar les negacions al antecedent. En aquest cas, la hipotesi ens diu que a + b+ c+ d és
senar, a + b és parell i a 4 ¢ és parell. La tesi diu que a + d és senar. Anem a veure-ho. Per
hipotesi, existeixen enters k,r, s tals que:

a+b+c+d=2k+1, a+b=2r, a+c=2s.

D’aqui deduim que a+d = (a+b+c+d)—b—c = (2k+1)—(2r—a)—(2s—a) = 2(k—r—s+a)+1,
que és senar.
e També podem demostrar la forma contrareciproca. En aquest cas, la hipotesi diu que a + b és

parell i a + ¢ és parell i a + d és parell. La tesi diu que a + b+ ¢+ d és parell. Anem a veure-ho.
Per hipotesi, existeixen enters k, r, s tals que:

a+b=2k, a+c=2r, a+d=2s.
D’aqui deduim que c+d = 2r+2s—2a i, per tant, a+b+c+d = 2k+2r+2s—2a = 2(k+r+s—a),
que és parell.

d) L’enunciat corresponent al reciproc diu:

Per a tot a, b ci d enters, si a+b és senar o a+c és senar o a+d és senar, llavors a+b+c+d
és senar.

Aquest enunciat és clarament fals, com demostra el contraexemple segilient: a = b =1, c =d = 0.
Tenim que a + ¢ = 1 és senar i, per tant, 'antecedent és cert. Perd a + b+ ¢+ d = 2, que és parell; i,
per tant, el conseqiient és fals.
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8.2. Examen parcial 04/12/2017

338 Considerem 'aplicacié f: R — {2} — R — {2} definida per:

flo) =22

a) Proveu que f esta ben definida.

b

Demostreu que f és una aplicaci6 injectiva.

d) Justifiqueu que f té inversa i trobeu-la.

)
)
¢) Demostreu que f és una aplicaci6é exhaustiva.
)
e)

Calculeu l'aplicacié g = f o f i justifiqueu que g és bijectiva. Quina és I’aplicacié inversa de g7

Solucié:

2x+1

a) Hem de veure que si x € R — {2}, llavors € R — {2}. Efectivament, si x # 2 és un nombre real,

r—2
llavors D'expressi6 algebraica 2241 és un nombre real. A més, si 2241 = 2, tindriem que 2z +1 = 2z —4

i, per tant, 1 = —4, que és absurd.

b) Siguin z, 2’ € R — {2} tals que f(z) = f(z’). Hem de veure que z = z’. Tenim:

20 +1 22/ +1

-2 o —2
= (204 1) —2) = (22 + 1)(x — 2)
=22 —dx+a2 —2=22"2x — 42’ + 1 -2
=b5r =51 =z =2

c) Sigui y € R — {2} arbitrari. Hem de veure que existeix un x € R — {2} tal que f(x) = y. Tenim:

2¢+ 1
xr — 2

=y 2r+l=ylr—-2) six#2

sSaly—2)=2y+1
_2y+1

=
x y72

perqué y # 2
Comprovem que la x trobada és z # 2: siz = (2y+1)/(y—2) = 2, llavors tindriem que 2y+1 = 2y—4,
que és absurd. Per tant, f és exhaustiva.

d) Una aplicacio té inversa si i només si és bijectiva. Hem vist que [ és injectiva i exhaustiva. Es a dir,
f és bijectiva. Per tant, f té inversa. Per definici6é d’inversa, tenim:

f@)y=y& [~y ==
Per tant, a partir de la demostracié de I’exhaustivitat tenim que:

2¢+1

e =2

Es a dir, f és la seva propia inversa.

e) A partir de 'apartat anterior, i donat que f és la seva propia inversa, tenim que g = fof = fof~! =
Iz_{2}, la funcio identitat. Per tant, g és dbviament bijectiva (la funci6 identitat és sempre bijectiva)
i g és la seva propia inversa.
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També podem calcular la composicio f o f a partir de la definicié:

xr— 2

(fof)z)=f(f(x)=f <2x+ 1)

22+ 1) + (2 —2)

(2r+1) —2(x —2)
bz
5

=Xx.

339 En Z x Z definim la relacio:

a)
b)
¢)

(z,y) R(2',y) & 2 — a2’ és parell i y — ¢ és parell.
Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia.

Calculeu les classes d’equivaléncia.

Doneu el conjunt quocient.

Solucié:

2)

c)

Que R sigui una relacié d’equivaléncia vol dir que R és reflexiva, simétrica i transitiva.

R és reflexiva: donat (x,y) € Z x Z qualsevol, tenim que x —x =01y —y =0, i 0 és parell. Per tant,
(z,y) R (z,y).

R és simétrica: suposem que (z,y) R (2, ). E:Js adir, z — 2’ =2k iy—1y = 2r, per a certs enters
k,r. Llavors ' —x = 2(—=k) iy —y = 2(—r). Es a dir, (2/,¢') R (z,y).

R és transitiva: suposem que (x,y) R (z',y') i (z/,9') R (z",y"). Es a dir, x — 2’ = 2k, y — ¢/ = 2r,

o' —a” = 2s,y —y"” = 2t, per a certs enters k,r,s,t. Llavors x — 2" = (x —2') + (2/ —2") =2k +2s =

2k+s)iy—y' =@w—vy)+ ¥ —vy") =2r+2t =2(r +t). Per tant, (z,y) R (z",y").
La classe d’equivaléncia d’un element (a,b) és:

[(a,0)]r = {(2,9) : (z,9) R(a,0)} = {(2,y) : © — a parell, y — b parell}.
Calculem unes quantes classes. Comencem per [(0,0)]z:

[(0,0)]r = {(z,y) : © — 0 parell, y — 0 parell} = {(z,y) : =,y parells}.
Calculem ara [(0,1)]g:

[(0,1)]r = {(z,y) :  — 0 parell, y — 1 parell} = {(z,y) : = parell, y senar}.
Calculem ara [(1,0)]g:

[(1,0)]r = {(z,y) : © — 1 parell, y — 0 parell} = {(x, y) : = senar, y parell}.
Finalment, calculem [(1,1)]g:

[(1,1)]r = {(z,y) : @ — 1 parell, y — 1 parell} = {(z,y) : =,y senars}.
Donat que un enter o és parell o és senar, no hi ha més classes.

El conjunt quocient té 4 elements:

(Z xZ)/ R = {[(0,0)]», [(0, )], [(1, 0)], [(1, 1)]r}-
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8.3. Examen final 18/01/2018

340

a) Calculeu Ienter positiu més petit que és congruent amb 119191924 4 5203512 + 1 modul 73.
b) Proveu que no existeixen enters a,b,c > 1 tals que 3% + 1 = 5° + 7¢. Pista: qué passa a Zs3?

¢) Proveu que si n > 1, llavors 327" +2n+1 = 3 (mod 8).

Solucié:

a) En primer lloc, observem que 11919 = 20 (mod 73) i 5203 = 20 (mod 73). En segon lloc, el nombre 73
és primer, donat que no és divisible per 2, 3, 5, 7, que s6n els primers més petits que ’arrel quadrada
de 73. Per tant, podem aplicar el petit teorema de Fermat, que, en aquest cas, diu que si 73 } a,
llavors a”® =1 (mod 73). Aplicant aquest resultat, tenim:

119191024 4 5203%12 41 = 201°% + 2012 41 =20'° +20% + 1 (mod 73),

donat que 1024 = 16 (mod 72) i 512 = 8 (mod 72). Calculem ara 20'® (mod 73). Posem: by = 20 i
sii>1, by = b2 =20 (mod 73).

bo =20, by =35, by=352=57, b3=>57>=37, by=37%=D55.
Finalment, 20'6 = by = 551 20% = b3 = 37 i:
20" +20° +1=55+37+1=93=20 (mod 73).
b) Suposem que existeixen enters a, b, ¢ > 1 tals que 3¢ +1 = 5° 4+ 7¢. Si considerem a Z3 aquesta igualtat,

obtenim: 3" +1=75"+ T esadi: 1= 2" +1°=2" + 1. Per tant: 2" = 0, que és una contradiccio,
perqué cap poténcia de 2 és 0 a Zs, ja que Z3 és un cos (3 és primer) i 2 # 0.

c¢) Tenim:

327 42ndl _ g2n® g2n g3 _gn® gn.3=1.1.3=3 (mod 8).

341

a) Sabem que l'equacié diofantica 3510z + by = 52 té solucions enteres. Determineu els possibles valors
de ’enter b.

b) Fent servir l'algorisme d’Euclides, calculeu el maxim comu divisor de 3510 i 442, i doneu la identitat
de Bézout.

¢) Determineu totes les solucions enteres de les equacions diofantiques segiients:

1) 3510z + 442y = 52;  2) 3510z — 442y = 51.

Solucié:

a) Que l'equacio diofantica 35102 + by = 52 tingui solucions enteres equival a que med(3510,b) | 52. Ara
bé: 52 = 22.131 3510 = 2-3%-5-13. Per tant, a la descomposicié en factors primers de b no pot
aparéixer ni el 3 ni el 5. Es a dir, Pequacié diofantica donada té solucié si, i només si, b no és divisible
ni per 3 ni per 5.
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b)

L’algorisme d’Euclides estés aplicat als enters 3510 i 442 déna:

1 0 1 -1
0 1 -7 8

7 1 16
3510 442 416 26
416 26 0

Per tant, la identitat de Bézout és: 3510 - (—1) 4+ 442 - 8 = 26.

La primera equaci6 3510z + 442y = 52 té soluci6é ja que med(3510,442) = 26 | 52. Una solucio
particular s’obté multiplicant per 52/26 = 2 els coeficients de la identitat de Bézout: 3510 - (—2) +
442 - 16 = 52. La solucié general és:

T =-2—-442/26 -t = -2 —17t, y =16+ 3510/26 - t = 16 + 135t,

ont € Z.

La segona equacio 3510x — 442y = 51 no té solucid ja que el maxim comu divisor de 3510 i —442, que
és 26, no divideix 51.

342 Considerem els nombres enters a, = 18 - 34™ + 35" + 3, per an > 1.

a)
b)

5

Demostreu que si n és parell, aleshores a,, =0 (mod 7).
Demostreu que si n és senar, aleshores a, =0 (mod 5).

Demostreu que a,, no és un nombre primer, per a tot n > 1.

Solucié:

a)

b)

)

Suposem que n = 2k, on k > 1 és un enter. Llavors a,, = as, =4-62* +3=4+3 =0 (mod 7), ja
que 62 = (-1)?* =1 (mod 7).

Suposem que n = 2k + 1, on k > 0 és un enter. Llavors a,, = aggy1 = 3 - 42k+1 4 3= _343=9
(mod 5), ja que 4%+1 = (—1)2**1 = —1 (mod 5).

Hem vist que si n > 1 és parell, llavors a,, és maltiple de 7 i si n > 1 és senar, llavors a,, és miltiple
de 5. Només hem de demostrar que a,, # 7 si n > 1 és parell i que a,, # 5 si n > 1 és senar. Pero si
n > 1, aleshores:

ap =18-34" +35" +3 > 18- 34 + 35+ 3 = 650.

8.4. Examen de recuperacié del primer parcial 18/01/2018

343 Proveu per inducci6 que si n > 1, llavors:

D 2t =21 (n? — 20+ 3) — 6.
i=1

Solucié:

Pas base n = 1. D’una banda, tenim: Y,_, #2- 2’ = 2 i d’altra banda tenim: 2'+1- (12 -2+ 3) — 6 = 2.
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Pas inductiu. Fixem un enter m > 1 i suposem (hipotesi d’induccio):
m
D it =2mt . (m® - 2m 4 3) — 6.
i=1

Volem demostrar que la propieat és certa per a I'enter m + 1; és a dir:

m—+1
it ="t (m41)? - 2(m + 1) +3) — 6.
1=1

Tenim:
m—+1 m
doire2h =32 4 (m e 1)%2m !
i=1 i=1

=21 (m? — 2m + 3) — 6 + (m + 1)22mH per hip. d’ind.
=2t (m? —2m+3+m?+2m+1)—6
=22 (m? 4+ 2) — 6.

D’altra banda, tenim:

22 (m+1)2 = 2(m+1+3) —6=2"".(m? +2) —6.

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

344 Considerem la propietat P segiient sobre I'univers dels nombres reals:

Per a tota, bic, sia> (2b+¢)/3, llavors 0 bé b < (2c+ a)/3 o bé ¢ < (2a + b)/3.
a) Formalitzeu la propitat P i negueu 'expressié que obtingueu (I’expressié negada no pot comengar
amb el simbol de la negacio).
b) Escriviu el reciproc de la propietat P.
c) Escriviu el contrareciproc de la propietat P.

d

Si demostrem la propietat P per reduccié a 'absurd, quina seria la hipotesi de partida?

)
)
)
)

e) Demostreu la propietat P indicant quin métode de demostracio feu servir.

Solucié:
a) La formalitzacio de P és:
VaVbVe(a>(20+¢)/3—=>b<(2c+a)/3V c<(2a+b)/3).
Per tant, la seva negaci6 és:

-P=-VaVbVec(a>(2b+¢)/3—=b< (2c+a)/3V c<(2a+b)/3)
=da3IbIc—(a>(20+¢)/3—=b< (2c+a)/3 V c< (2a+b)/3)
=3da3bIc(a>(2b+c)/3 N (b<(2c+a)/3V c< (2a+1)/3))
=da3b3Ic(a>2b+¢)/3ANb>(2c+a)/3 A c>(2a+D)/3).

b) El reciproc de P és:

VaVbVe(b<(2c+a)/3Ve<(2a+b)/3—=a>(2b+¢)/3).
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c¢) El contrareciproc de P és:

VaVbVe (b>(2c+a)/3Nec>(2a+b)/3—a<(2b+¢)/3).

d) Per a demostrar una propietat per reducci6 a ’absurd, hem d’admetre com a hipotesi la seva negacio.
Per tant, si volem demostrar P per reduccié a I'absurd, la hipotesi és:

(*) Existeizen nombres reals a, b i ¢ tals que a > (2b+¢)/3 ib > (2¢+a)/3 i ¢ > (2a+b)/3.

e) Demostrem P per reducci6 a absurd. Per tant, suposem que es compleix (*). Llavors, sumant les
tres desigualtats, obtenim que:

2b+c 2c+a 2a+b_ 3a + 3b+ 3¢

b
a++c>3+3+3 3

=a+b+ec,

que és una contradiccio. Per tant, la propietat P és certa.

8.5. Examen de recuperaci6 del segon parcial 18/01/2018

345 Sigui s : N — N laplicacio definida per: s(n) és la suma dels digits en base 10 de n.

a) Estudieu si s és una aplicacié injectiva i exhaustiva.

b) Considerem el conjunt: A = {12,16,17,26,29,35,47,52,53}. Definim la relacié R a A per: a Rb &
s(a) = s(b).
i) Comproveu que R és una relacié d’equivaléncia.
ii) Determineu les classes d’equivaléncia.

iii) Doneu el conjunt quocient A/R.

Solucié:

a) L’aplicacié s no és injectiva, com mostra el contraexemple segiient: s(1) = s(10) = 1. Pero si que
és exhaustiva. Hem de demostrar que donat un nombre natural n, existeix un nombre natural m tal
que s(m) =n. Podem prendrem, per exemple, el nombre m, els digits en base 10 del qual s6n n uns.
Llavors tenim que s(m) = n.

b) Sigui A = {12,16,17, 26,29, 35,47, 52,53}

i) La relacio R és una relacioé d’equivaléncia si és reflexiva, simétrica i transitiva.
Reflexiva: donat que s(a) = s(a), tenim que aRa, per a tot a € A. Per tant, R és reflexiva.
Simeétrica: suposem que aRb. Llavors:

aRb = s(a) = s(b) = s(b) = s(a) = bRa.
Transitiva: suposem que aRb i bRc. Llavors:
aRb AbRc = s(a) = s(b) A s(b) = s(c) = s(a) = s(c) = aRe.

ii) La classe d’equivaléncia d’un element a € A és, per definicié: [a]lgp = {zr € A: zRa} ={x € A:
s(z) = s(a)}. Tenim:

[12]r = {z € A:s(zx) = s(12) = 3} = {12},

[16]g = {x € A: s(z) = s(16) = 7} = {16,52},

[17r ={z € A: s(x) =s(17) =8} = {17,26, 35,53},
[20]p = {z € A: s(z) = 5(29) = 11} = {29,47}.
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iii) El conjunt quocient és:

A/R=A{[z]r: xz € A} = {[12]Rg, [16]R, [17]R, [29]R} -

346 Siguin A, B, C tres conjunts. Proveu si son certes les igualtats segiients o doneu un contraexemple
si no ho sén.

a) (A\B)UC = (AUBUC)\ (AN B).
b) Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC).

Solucié:

a) Si fem un diagrama de Venn, podem veure que la primera propietat és falsa. Un contraexemple és:
A={1},B={2},C={3},(A\B)uC ={1,3},(AUBUC)\ (AN B)={1,2,3}.

b) La segona propietat és certa. Veiem una demostraci6. D’una banda, tenim:
(r,y) e Ax (B\C)<—=zeANyeB\C<=zec ANye BAy¢C.

D’altra banda, tenim:
(,y) e (AXx B)\(AxC) <= (z,y) e AXBA(z,y) ¢ AxC
<~ zxeANyeBAN(z¢g AVy¢C)
<—reANyeBAy¢C.

Per tant, (z,y) € A x (B\ C) <= (z,y) € (A x B)\ (A x C), per a tot (x,y). Es a dir, els conjunts
Ax (B\C)i(Ax B)\ (A xC) son iguals.

8.6. Examen de reavaluacié 12/01/2018

347

a) Siguin a i b enters. Demostreu que a + b és parell si, i només si, a — b és parell.

b) Demostreu per induccié que 4 - 2" + 3. 5271 &5 multiple de 23 per a tot n > 0. Indiqueu quina és
la hipotesi i la tesi d’inducci6. Justifiqueu tots els passos.

348 Considerem Iaplicaci6 f : Z — Z definida per f(n) = 205,

a) Donat el conjunt S = {—1,0, 1}, calculeu f[S] i f~1[9].
b) Determineu si f és injectiva o exhaustiva. Existeix la inversa de f7
c¢) Al conjunt Z definim la relaci6 segiient:

aRb< f(a)+ f(b) és parell.

Demostreu que és d’equivaléncia i trobeu-ne totes les classes d’equivaléncia.

349

a) Demostreu que n* +4 = (n? + 2n + 2)%(n? — 2n + 2)? per a tot n enter.
b) Demostreu que I'inic primer de la forma n + 4 és el 5 (Pista: useu apartat a).

¢) Demostreu que equacio 2% — 5y = 2 no té cap solucié amb z, y enters (Pista: useu congruéncies).
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8.7. Examen parcial 19/04/2018

350 Sigui z € R tal que z > —1. Demostreu per induccio la desigualtat:
(I+2)" >1+nz,
si n > 0. Indiqueu clarament al pas inductiu quina és la hipotesi d’inducci6 i el que volem demostrar.
Solucié:
Pas basic: n=0: (1+2)">1+0-2< 1> 1: cert.

Pas inductiu: Suposem cert que (1 +x)" > 1+ nx (hipotesi d’inducci6) i demostrem que (1 + z)" ! >
1+ (n+ 1)z també és cert.

Procedim:
(142" =1 +2)"- (1+2) > (1+nz)(l+a),

on hem utilitzat la hipotesi d’induccio i el fet que 1+ x > 0.

Basta veure doncs que (1 +nz)(1+z) > 1+ (n+ 1)z. En efecte:
1+nzx)14z)=1+nz+z+nz>>1+nz+x=1+(n+ 1)z,

on hem usat el fet evident que na? > 0.

351 Sigui » un nombre enter. Demostreu que les propietats segiients sén equivalents:

1) Existeix un enter k tal que n = 3k + 1.
2) Existeix un enter ¢ tal que n? +n = 3t + 2.

3) L’enter n? + n no és multiple de 3.

Indiqueu quins meétodes de demostracio feu servir a 'exercici. Pista: tot enter n és de la forma 3k o
3k 4+ 1 0 3k + 2, per a cert enter k.

Solucié:

1= 2. Sin = 3k + 1, llavors substituint tenim que n? +n = 3k +1)2+ Bk +1) = 9> + 9%k +2 =
3(3k? + 3k) + 2. Per tant n? 4+ n és de la forma 3t + 2 amb t = 3k? + 3k.

2 = 3. Ho fem per reduccié a 'absurd. Si n? 4+ n = 3t + 2 i també n? +n = 3r llavors, igualant, tenim
que 3t + 2 = 3r i per tant 2 = 3(r — ¢). Aixo implica que 2 és miltiple de 3, absurd.

3 = 1. Ho fem pel contrareciroc: hem de demostrar que si n no és de la forma 3k + 1 llavors n? 4+ n és
miltiple de 3. En efecte, si n no és de la forma 3k 4 1, ha de ser o be de la forma 3k o be 3k +2 i
farem una prova per casos. En el primer cas, de n = 3k deduim que n?+n = 9k%+ 3k = 3(3k? +k),
que és miltiple de 3. En el segon cas, de n = 3k + 2 deduim que n? +n = (3k +2)? + (3k + 2) =
9k + 15k + 6 = 3(3k? + 5k + 2) que també és miltiple de 3.
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8.8. Examen parcial 24/05/2018

352 Sigui A un conjunt que té dos elements com a minim. Considerem les aplicacions segiients:
a) f:AxA— AxA, f(a,b) = (b,a).

b) g: A— AX A, g(a) = (a,a).

c) h:P(A) = P(A), MX)=X=A-X.

d) t: Ax A— P(A), t(a,b) = {a,b}.

Justifiqueu quines so6n bijectives i quines no. En els casos que siguin bijectives, calculeu la funcié inversa.

Solucié:  Siguin ag,as € A dos elements diferents del conjunt A, que existeixen per hipotesi.

a) L’aplicacio f és bijectiva. La seva inversa és ella mateixa. Comprovem-ho: si (a,b) € A x A, llavors:
(f o f)la,b) = f(f(a,b)) = f(b,a) = (a,b).
Es a dir, fo f = Iaxa, que implica que f és bijectivai f~! = f.

b) L’aplicaci6 g no és exhaustiva. En efecte, 'element (a1,a2) € A x A no té cap antiimatge, perqué
a1 # ag. Per tant, g no és bijectiva.

c¢) L’aplicacio h és bijectiva. La seva inversa és ella mateixa. Comprovem-ho: si X € P(A), llavors:
(hoh)(X) =h(X°) = (X)" =X,

(el complementari del complenetari és el conjunt original). Es a dir, hoh = Ip(4), que implica que h
és bijectiva i h~! = h.

d) L’aplicaci6 t no és injectiva. En efecte: t(a1,as2) = t(as,a1) = {a1,a2} 1 (a1,a2) # (ag,a1), perqué
a1 # ag. Per tant, t no és bijectiva.

353 Definim a R la relacio:
aRb<= [a+1] =[b+1].
a) Demostreu que R és una relacioé d’equivaléncia.
b) Trobeu la classe d’equivaléncia de 7, de —m i d’un nombre real qualsevol z.

¢) Doneu el conjunt quocient.

Nota: six € R, [2] = min{k € Z : x < k} (part entera superior).

Solucié:

a) R és reflexiva: si z € R, llavors [z + 1] = [z + 1]. Per tant, z R x.
R és simétrica: t Ry = [z+ 1] =[y+1]=[y+1]=[z+1] =y Rz
R és transitiva: six Ry iy Rz, llavors [x+1] = [y+1]1i [y+1] = [z+1] i, per tant, [z+1] = [z+1].
Es a dir, z R 2.

b) Tenim: 7] ={z e R: [r+1]=[z+1]} ={z e R: [z + ] 5} = (3,4] (interval obert per
lesquerra, tancat per la dreta). Analogament, tenim: [—7] = (—4, —3]. En general, tenim:

[x] = (k7k + 1}7
on k € Z és tal que [z] = k+ 1.
c¢) El conjunt quocient té per elements totes les classes d’equivaléncia:

R/R={[z]:2 R} ={(k,k+1]: k € Z}.
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8.9. Examen final 18/06/2018

354

a) Siguin k, a, b enters tals que k | a i k | b. Demostreu la propietat de linealitat: per a qualssevol r i s
enters, es té k | (ra + sb).

b) Useu lapartat anterior per a provar que si a, b, r, s son enters tals que ra + sb = 1, llavors a i b s6n
primers entre ells.

Solucié:

a) Sik|aik|b, llavors existeixen enters u,v tals que a = ku,b = kv. Per tant, ra + sb = rku + skv =
k(ru+ sv), d’on resulta que k | (ra + sb).

b) Sira+sb=11k és un divisor de a i de b, llavors per I'apartat a) tenim que k divideix a ra + sb, per
tant k=10 k= —1. Aixi, els divisores comuns de ¢ i bséon 1 i —1, d’on a i b sén primers entre ells.

355 Considerem l'equacié diofantica axz 4+ by = a + b+ 1 amb incognites x i y.

a) Trobeu tots els possibles valors de a i b si x = 7, y = 8 és una solucié particular.

b) Resoleu l'equacié diofantica donada quan a = —1.

Solucié:

a) Six =7,y = 8 és una solucio particular de ’equacio ax+by = a+b+1, llavors tenim 7a+8b = a+b+1,
que equival a ’equacié diofantica 6a + 7b = 1 amb incognites a, b.

Una solucié particular és, evidentment, a = —1, b = 1; per tant la soluci6 general és a = —1 — T¢,
b =1+ 6t, on t pren qualsevol valor enter.

b) Quan a = —1 tenim b = 1; per tant ’equaci6 donada a resoldre és —x + y = 1. La seva soluci6 és
evidentment x =t, y =1+ ¢, on ¢t pren qualsevol valor enter.

356

a) Doneu, en termes de relacions d’equivaléncies, el significat del conjunt Zsg.

b

Escriviu els elements de Zsg i raoneu quins sén inversibles.

1 27

¢) Proveu que si T # 0, llavors  ~! = 727,

Calculeu I'element T € Zog tal que: 1715 ' + 1715224 + 7 = 0.

)
)
)
d)

Solucié:

a) El conjunt Zsg és el conjunt quocient de Z per la relacié de congruéncia a = b (mod 29); és a dir,
lenter a esta relacionat amb Penter b si, i només si, 29 | (a — b).

b) Zag ={Z : x € Z,0 < x < 28}. L’enter 29 és un nombre primer. Per tant, qualsevol enter x entre 1 i
28 és primer amb 29, la qual cosa implica que qualsevol classe T no nulla, amb z enter i 1 < z < 28,
és inversible.
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¢) Pel teorema de Fermat, si Z # 0, llavors 2% = 1. Es a dir, 227 - T = 1. Per tant, 7 ! = 7?7,

d) En primer lloc, 1715 = 4. Per a calcular U'inver de 4, hem d’escriure la identitat de Bézout de 29 i

4. Observem que 29-1+4-(—=7) = 1. Per tant, 1 ' =77 =792. Ara calculem la poténcia 7%, Pel

_ _ _ . 8 _ _

teorema de Fermat, sabem que 2 = 1. Com que 224 = 28 - 8, tenim que P (428) —T° =1
Finalment, tenim:

755 '+ TT52% 4 7=4 '+ T +7=224+T1+7 =0,

d’on obtenim que T = —23 = 6.

8.10. Examen de recuperacié del primer parcial 18/06/2018

357 Proveu per inducci6 que si n > 0, llavors:

- (-2

é:u+cﬁﬁ)=n+1+l 3

k=0

Solucié:

Pas base. Hem de verificar la férmula quan n = 0. Els costat esquerra de la igualtat és:

0
DA+ (F) =14+(-2°"=1+1=2,
k=0
mentre que el costat dret dona:
1— (_2)0+1
0+14 —— = _—
T 3 3 3

Coincideixen.

Pas inductiu . Per n > 0 la hipotesi i la tesi d’induccié sén respectivament:

R ) . n X 1— (_2)n+1
Hipotesi d’Induccio: Z(l +(-2)%)=n+1+ — s
k=0
n+1

1—(=2 n+2
Volem Veure: Z(l +(=2")=n+2+ (=2)
k=0 3

Ara anem de demostrar la tesi, utilitzant la hipotesi. En efecte:

n+1 n
DA+ (=2F) =1+ (=2 + (1 + (=2)")
k=0 k=0
1—(=2)ntt il s .
=n+1+ — 5 + 1+ (=2)") per hipotesi d’induccio
1—(=2 n+1 -9 n+1
S ) 3+M )
14 2(—2)"t!
1— (—2)(=2)"+!
IREIE T
1— (=2 n+2
:n+2+——%?L—.

Aixo acaba la demostracio.
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358 Considerem 'univers de discurs el conjunt dels nombres enters. Considerem l’enunciat E segiient:

Per a qualsevol enter m, si m €és un quadrat, aleshores m és senar o m és mailtiple de 4.

a) Formalitzeu 'enunciat E.

b) Escriviu ’enunciat E expressant la implicacié en la seva forma contrareciproca.

)
)

¢) Escriviu la negacié de I'enunciat E.
)

d) Demostreu que 'enunciat F és cert. Indiqueu quin métode de demostracié utilitzeu.

Solucié:  Entenem que el domini (o univers de discurs) és Z; per tant tots els quantificadors es referiran
als enters.

a) Vz(Jy(r =y?) — Jy(z =2y + 1) V y(z = 4y)).

b) Per a qualsevol enter m, si m no és senar ni multiple de quatre llavors m no és un quadrat. Si ho
formalitzem quedas:

Va(Vy(a # 2y + 1) AVy(z # dy) = Vy(z # y°))

c) Hi ha un enter que és un quadrat perd que ni és senar ni és multiple de quatre . Si ho formalitzem
queda:

3 (3y(z = y*) AVy(x # 4y) A Vy(z # 4y))

d) En donem dues de diferents.

La primera la fem directa tenint en compte que hi ha una disjunci6 al conseqiient. Hem de demostrar
que si un enter m és un quadrat parell, llavors m és miltiple de 4. En efecte, si m és parell i
m = k? per un cert enter k, llavors k és parell (aquest pas ’hem fet diverses vegades, i es pot fer pel
contrareciproc). Aixi k = 2n per un cert enter n. Elevant al quadrat: m = k? = (2n)? = 4n? i per
tant m és multiple de 4.

A la segona utilitzem la prova per casos. Si m = k2 per un cert enter k, distingim 2 casos, segons la
paritat de k. Si k és senar, k = 2n+1 per a un cert enter n. Elevant al quadrat: m = k? = (2n+1)% =
an? +4n+1=2(2n2 +2n) + 1 i per tant m és senar. Quan k és parell k = 2n per a un cert enter n.
Elevant al quadrat: m = k% = (2n)? = 4n? i per tant m és miltiple de 4.

8.11. Examen de recuperaci6 del segon parcial 18/06/2018

359 Considerem 'aplicacié f : R — {0} — R — {1} definida per la férmula:
1
= 1 —
f) =141

a) Proveu que f esta ben definida.
b) Demostreu que f és una aplicacié bijectiva.

¢) Trobeu l'aplicaci6 inversa de f.

Solucié:

a) Per a que f estigui ben definida:
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1
e f(x) ha d’estar definida per a tota = del conjunt de sortida. En aquest cas, f(z) = 1+ — esta
x

definit per a tota x # 0 ja que tot nombre real no nul té invers.
e El conjunt d’arribada ha de contenir tots els possibles valors de f(z). Hem de comprovar, per

1
tant, que mai resulta f(z) = 1. En efecte, 1 + — = 1 equival a — = 0 que no es verifica per a cap
x x

nombre real.

b) Per a ser bijectiva ha de ser injectiva i exhaustiva:

1 1

e Si f(x1) = f(xz), lavors 1 4+ 14+ —, don — = —, que implica 21 = x5. Aixi, f és
X1 xro X1 X9
injectiva.
. 1 1 . 1
e Donat y # 1 mirem de trobar  # 0 tal que f(z) =y. 1+ — =y don — =y—1liz= 1
x T Yy —
1
que existeix ja que el denominador és no nul. A més, 1 # 0, per a tot y # 1. Per tant, f és
y—
exhaustiva.
1
¢) La forma de la inversa I’hem calculat al resoldre f(z) = y i trobar x = — Llavors f~': R—{1} —
y—
1
R—{0 bf(z)= ——.
{0}, amb [~ (@) = -

360 Siguin A, B, C conjunts talsque AC BC Ci A#0.

a) Proveu que {A, B\ A,C \ B} és una partici6 de C.

b) Proveu que si X C C éstal que XNB=A1XUB=C, aleshores X = AU (C'\ B).

Solucié:

a) Una familia de subconjunts de C' és una particio si: 1) sén tots no buits, 2) sén disjunts dos a dos, 3)
la uni6 de tots val C.

1) Per hipotesi A no és buit. Com A # B, B té algun element que no és de A i, per tant, B\ A no
és buit. De la mateixa manera, com B # C, C'\ B no és buit.

2) AN(B\A)=0jaquesize A, llavors x ¢ B\ A.
(B\NA)N(C\B)=0jaquesize B\ A, llavorszr e Biz ¢ C\ B.
AN(C\B)=0jaquesiz e A, llavorst € Bixz ¢ C'\ B.

3) Utilitzem la propietat M U (N \ M) = M U N. Llavors:

AU(B\A)U(C\B)=(AUB)U(C\B)=BU(C\B)=BUC=_C.
b) Separant els elements de X entre els que pertanyen a B i els que no hi pertanyen:
X=(XNB)U(X\B)
que es pot escriure com:
X=(XnB)U(XUB)\B).

Com, per hipotesi, XN B=A1XUB=C, arribema X = AU (C\ B).
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8.12. Examen de reavaluacié 16/07/2018

361 Considerem l'univers de discurs el conjunt dels nombres enters. Considerem ’enunciat E segiient:

Per a qualssevol enters a,b, si ab és parell, aleshores a és parell o b és parell.

a) Formalitzeu 'enunciat E.

b

Escriviu 'enunciat F expressant la implicacio en la seva forma contrareciproca.
d) Demostreu que 'enunciat E és cert. Indiqueu quin métode de demostracié utilitzeu.

)
)
¢) Escriviu la negacié de I'enunciat E.
)
e) Es cert 'enunciat reciproc? Raoneu la resposta.

Solucié:

a) Va,b (2lab — 2|a V 2]b), on 2|x indica que x és parell.

b) Va,b (2 faNn2 fb — 2 fab).

c) Ja,b (2labA2 fa A2 fb).
)

d) Utilitzem la forma contrareciproca. Suposem que a i b sén senars: a = 2k + 1, b = 2r 4+ 1, per a

k,r € Z. Llavors ab = 4kr + 2k + 2r + 1 = 2(2kr + k +r) + 1 és senar.

e) L’enunciat reciproc és: “Per a qualssevol enters a, b, si a és parell o b és parell, aleshores ab és parell”.
Aquest enunciat és cert. Suposem que a és parell; és a dir a = 2k, per a k € Z. Llavors ab = 2kb, que
és parell. Analogament si b és parell.

362 Proveu per inducci6 que si n > 2, llavors:

. 1 n+1
) 2n

=2

Solucié:
Pas basic: si n = 2, tenim:

13[ Loy, _1_3_n+1
i) 22 4 2n

=2

Pas inductiu: sigui n > 2 i suposem (hipotesi d’induccio):
. 1 1

(1 -5) ="

. 1 2n

=2

Volem demostrar (tesi):

’ﬁl 1) _nt2
2] om+2

=2
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Procedim:
n+1 n
1 1 1
1-= )= 1-=)-(1-——
(-2)-1(0-%) (-7)
n+1 1
== (1- hip. d'ind.
o ( n 1)2> ip. d’ind

n? +2n n+2

C2n(n+1) 2n+2°

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a toto n > 2.

363 Definim a Z la relacié R segiient: a R b si i només si a? + 1 = b? + 1. Proveu que R és una relacio
d’equivaléncia. Trobeu les classes d’equivaléncia i digueu quin és el conjunt quocient.

Solucié:  Provem que R és una relacio d’equivaléncia:

o Résreflexiva: a2 +1=a?>+1=aRb.
e Réssimétrica: aRb=a?+1=0+1=b+1=0a’+1=0bRa.
e Rés transitiva: a Rb,bRc=a’+1=0*+1,°+1=c*+1=d>+1=c?>+1=bRec.
Trobem les classes:
@] ={r€Z:2Ra}y={xcZ:2*+1=0a’>+1} = {a,—a}.
El conjunt quocient és:

Z/R={la]:a € Z} ={{a,—a}:a € Z}.

364 Siguin A={ze€R:2>0}1B={xecR:z>1}. Considerem laplicaci6 f: A — B definida per
la féormula:

a) Proveu que f esta ben definida.
b) Demostreu que f és una aplicacio bijectiva.

¢) Trobeu l'aplicaci6 inversa de f.

Solucié:

a) Hem de provar que si z € A, llavors f(z) € B. En efecte, si > 0, llavors 1/2% > 0 i per tant
1+1/2% > 1.

b) f és bijectiva si 1 només si és injectiva i exhaustiva. f és injectiva: siguin x,z’ > 0 i suposem que
f(x) = f(a'). Llavors 22 = 22 i, com que tots dos son positius, z = z’. f és exhaustiva: sigui y > 1.
Volem veure que existteix = > 0 tal que 1 + 1/2? = y. Tenim:

1 1 1
y=14+5& —=r’z=14/——>0.
T y—1 y—1

c) Pels calculs fets a Papartat anterior, tenim:

1
x—1

FH@) =+
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365

a) Proveu que I'equacié diofantica 25z +ay = 10 té solucié entera en x i y si i només si med(a, 5) € {1,5}.
b) Trobeu totes les solucions de ’equacié diofantica 25z 4+ 93y = 10.
¢) Calculeu I'invers modular de 93 modul 25.

d)

Calculeu 519 modul 17.

Solucié:

a) L’equaci6 diofantica 25z + ay = 10 té solucié entera en z i y si i només si med(a,5)[10. Pero els
possibles valors de med(25,a) son 1, 5 0 25; i només 11 5 divideixen a 10.

b) Tenim mcd(25,93) = 1. Per tant, I’equaci6 té soluci6. Aplicant 'algorisme d’Euclides trobem uns
coeficients de la identitat de Bézout: 25 (—26) + 93 -7 = 1. Per tant, una solucié particular de
I'equaci6 és xy = —260, yo = 70. La soluci6é genral és:

x=-260+93, y=T0-25t, teZ.

¢) De laidentitat de Bézout trobada a l’apartat anterior trobem que 'invers de 93 modul 25 és 7: 93-7 =1
(mod 25).

d) El nombre 17 és primer. Pel teorema petit de Fermat, tenim que a'6 = 1 (mod 17), si 17 f a. En
particular, 5! =1 (mod 17). Calculem I’exponent modul 16 i trobem 1100 = 12 (mod 16). Per tant:

51190 =5 = ((5%)%)? - (5%°)* = 16-13 =4 (mod 17),

ja que 5?2 = 25 =8 (mod 17), 8% = 64 = 13 (mod 17) i 13% = 169 = 16 (mod 17).
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9.1. Examen parcial 20/10/2018

366

A) Esbrineu si els enunciats segiients:

a) VeeR JyeR—-{0} =x-y>0.

b) JyeR—-{0} VzeR =z-y>0
son certs o falsos, i demostreu les vostres afirmacions.
B) Resoleu els apartats seglients:

b1l) Demostreu que si m és un enter qualsevol, llavors m? + m és parell.

b2) Useu l'apartat bl) per demostrar que si m,n sén enters tals que n + n? +n® = m + m?, llavors
n és parell. Justifiqueu cadascun dels passos que feu.

Solucié:

A) a) Cert. Demostracio:
e Six =0, basta agafar y=1€ R — {0} iaixi0-1=0 > 0.
e Siz#0,prenent y =2 € R— {0}, esté v -z =22 > 0.
b) Fals. Demostracio: la negacio Vy €e R—{0} 3Jx € R z-y < 0 és certa. En efecte, basta prendre
per a cada y real no nul x = —y i aixi z -y = —y% < 0.
B) bl) m? +m = m(m + 1) és parell donat que m o m + 1 és parell, i el producte d’un parell per un
enter qualsevol és parell.

b2) Sin+n?+n3 =m+m?, per bl) I'enter n+n?+n? és parell. Veiem que n és parell per reduccié a
I'absurd. Si n fos senar, els enters n,n? i n® també serien senars (el producte de senars és senar),
i per tant la seva suma n + n? + n® seria senar (la suma de tres senars és senar): contradicci6
amb el fet que aquesta suma és parell. Conclusié: n és parell, com voliem demostrar.

367
A) Doneu una féormula equivalent a p <> ¢ usant només les connectives — i —.

177
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B) Demostreu per induccié que per a qualsevol enter n > 2 es té:

1
> — >V
i=1 Vi
Expliciteu la hipotesi i la tesi d’inducci6.

Solucié:

A) Tenim que p +> ¢ = (p — q) A (¢ — p) com sabem de teoria. A més, (p — q) A ( q —p) [
q) V —(q — p)] per la lleis de de Morgan i de la doble negacio. —[=(p = ¢) V =(q = p } =~
q) = —(q — p)] usant o — 5= -V B.

[0

>\f que es— >\/§ i és certa

h 7 it

donat que equival a v/2 41 > 2, és a dir a /2 > 1, que és evidentment certa.

B) Pas basic. Si n = 2, la formula a demostrar és 3>

Pas inductiu. Sigui n > 2.

e Hipotesi d’induccio: Z ; > \/n.

n+1

o Tesi: Z— >vn+1

Procedlm.
n+1

;\[;\/ %>\f+

\/7

—_

(hem aplicat la hipotesi d’inducci6é sumant als dos termes la fraccio

3
+

n+1

> v/n+ 1, tindrem: 27>\f—|— >Vn+1,1ija

Si ara veiem que /n +

W \/7

haurem acabat.

Per demostrar /n + > y/n+ 1 usarem una cadena d’equivaléncies (calculs algebraics

1
vn+1

elementals) fins a arribar a una expressio certa:

Vi +

1
——>Vn+leVvnn+1)+1>n+1
VeS| vl +1)

Snn+l)>ns vVn2+n>n
sn’+n>nten>0.

Aquesta tltima n > 0 és evidentment certa, per tant també /n +

1
>/n+ 1.
vn+1

Conclusié final: aplicant el principi d’induccié6 hem demostrat que la propietat és certa per a tot
n > 2.

9.2. Examen parcial 3/12/2018

368

A) Sigui P el conjunt de les paraules de longitud k£ > 1 amb l'alfabet {0,1} i, si z € P, sigui g(x) =
nombre d’uns que conté x. Es defineix a P la relacié R segiient:

x Ry <= g(x)+ g(y) és parell.
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a) Demostreu que R és una relacio d’equivaléncia.
b) En el cas k = 3, expliciteu les classes d’equivaléncia amb tots els seus elements.
¢) Doneu el conjunt quocient P/R en el cas k qualsevol.

B) Donats els conjunts A = {1,2}, B = {1}, raoneu si algun dels conjunts P(A — B) i P(A) — P(B) esta
inclos a l'altre.

Solucié:

A) a) Donat que x R y equival al fet que g(x) i g(y) tenen la mateixa paritat, és evidentment d’equiva-
léncia:
e Reflexiva: g(z) té la mateixa paritat que g(z), per a qualsevol x.

e Simétrica: si g(x) té la mateixa paritat que g(y), llavors g(y) té la mateixa paritat que g(x),
per a qualssevol z, y.

e Transitiva: si g(x) té la mateixa paritat que g(y), i g(y) té la mateixa paritat que g(z), llavors
g(x) té la mateixa paritat que g(z), per a qualssevol z,y, 2.

b) En aquest cas, P = {111,110, 101,100,011,010,001,000}, i hi ha dues classes, a saber:

[100] = {x € P : g(x) + 1és parell} = {& € P : g(x) és senar} = {111, 100,010,001}.
[000] = {x € P: g(x)+ 0¢és parell} = {z € P : g(z) és parell} = {110, 101,011, 000}.

¢) En el cas general, hi haura també dues classes, donat que g(x) pot ser senar o parell. Es tindra:

P/R = {[10 .%.0], [0 .%. 0]}.

B) A—B={2}. P(A—-B)={0,{2}}. P(A) ={0,{1},{2},{1,2}}. P(B) ={0,{1}}. P(4) —P(B) =
{{2},{1,2}}. Tenim: P(A — B) € P(A) — P(B) donat que I'element () pertany al primer conjunt i
no al segon. P(A) — P(B) € P(A — B) donat que l'element {1,2} pertany al primer conjunt i no al
segon.

369

A) Sigui Q un conjunt, i A, B, C subconjunts de Q tals que BNC¢ = (). Demostreu que AN B¢ C C <
ACC.

B) Sigui f :[0,+00) — [1,+00) P'aplicacié laplicacié definida per f(z) = v/ 222 + 1.

a) Proveu que f és bijectiva i calculeu la seva inversa.

b) Sig:[l,+00) — [0,400) és una aplicacio tal que (f o g)(1) = 2, calculeu (g o f)(0).

Solucié:

A) =) Sigui x € A qualsevol;
— siz € B, com que BNC¢ =0, es tindra = ¢ C¢, és a dir, z € C.
— si x ¢ B, llavors o € B¢ i, per la hipotesi AN B¢ C C, tindrem « € C.
<=) Com que A C C per hipotesi i evidentment ANB¢ C A, tindrem per transitivitat que ANB® C C.

B) a) Donat y € [1, +00) qualsevol, busquem les antiimatges = € [0, +00), si existeixen. Hem de resoldre
Pequacio de segon grau v2z2 + 1 =y, on y > 1, amb incognita x > 0.

y’ -1

2

Si aillem formalment x, resulta x = + , que s6n nombres reals donat que y?> —1 > 0, en

ser y > 1.
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2

2

La solucié x = + és 'inica que pertany a l'interval [07 +00).

Conclusi6: tota y € [1,400) té una tnica antiimatge x = \/ pertanyent a [0,+00). Per

tant, f és bijectiva.

A més, f~1:[1,4+00) > [0, +00) ve donada per f~1(y) = \/

b) (fog)(l) =2« f(g(1)) =2+ g(1) = f~ (2):\/7: 3

Per tant: (g0 7)(0) = 9(/(0)) = g(1) = /2.

l\D

9.3. Examen final 9/01/2019

370

A) Sigui a un enter no nul qualsevol.

a) Calculeu med(a, a + 2).

b) Donada I'equacié diofantica ax + (a + 2)y = b, on b € Z, proveu que:
e Si a és senar, I'equacio6 té soluci6é per a qualsevol b.
e Si a és parell, I'equaci6 té solucio si i només si b és parell.

¢) Resoleu l'equacié az + (a + 2)y = 2.

B) Trobeu tots els parells (u,v) € Z? tals que 34u = 22v.

Solucié:

A) a) Usant el teorema de Euclides: mcd(a,a+2) = med(a,a+ 2 — a) = med(a, 2), que és un divisor de
2, per tant ha de ser 1 o 2; valdra 1 en el cas a senar i valdra 2 en el cas a parell.

b) Considerem l'equaci6é ax + (a +2)y = b, on b € Z.
e Si a és senar, el mcd dels coeficients a, a + 2 val 1, i 1 divideix al terme independent b, per
tant I’equacié té sempre solucid, per a qualsevol enter b.
e Si a és parell, el mcd dels coeficients a, a+2 val 2, i 1’equacio6 té solucio si i només si 2 divideix
a b, és a dir, b és parell.
¢) Resolem l'equacio ax + (a +2)y = 2.

e Si a és senar, els coeficients a,a + 2 soén primers entre si, i una solucié particular és zg =
—1,y0 = 1. Per tant la soluci6 general és:

r=-1—(a+2)t, y=1+at,

ont € Z.

e Si a és parell, serd a = 2k per un cert k enter. L’equaci6 ax + (a 4+ 2)y = 2 equival a
kx4 (k+ 1)y = 1, amb els coeficients k, k + 1 primers entre si.
Una soluci6é particular és g = —1,yo = 1, per tant la soluci6 general és:

x=—-1—(k+1)t, y=1+kt,

on t € Z, que, expressada en la a donada, és:

a+2 a
-1 t, y=1 (f)t,
T ( 5 ) Y + 5

ont e Z.
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B) L’equaci6 diofantica 34u — 22v = 0 és equivalent a 17u — 11v = 0, on ara 17 i 11 s6n primers entre si,
i com que una solucié particular és (0,0), la soluci6 general és u = 11¢, v = 17¢, on ¢ € Z. Per tant,
els parells (u,v) demanats sén els de la forma (11¢,17t), en variar ¢ € Z.

371

A) a) Escriviu amb rigor I'enunciat del teorema de la identitat de Bézout.

b) Demostreu, justificant cada pas, que tot divisor comt de dos nombres enters és també divisor del
maxim comi divisor d’aquests dos nombres.

B) Calculeu la poténcia 830834307 modul 37.

Solucié:

A) a) Teorema: el mcd de dos nombres enters es pot expressar com a combinaci6 lineal dels mateixos.
Es a dir, donats dos enters qualssevol a,b, si d és el seu maxim comu divisor, llavors existeixen
dos enters «, 8 tals que es compleix aa + b3 = d.

b) Sigui k divisor de a i de b. Llavors a = kr,b = ks, per a certs enters r,s. Si d = mcd(a,b), sabem
pel teorema anterior que existeixen dos enters «, 8 tals que es compleix ac + b3 = d. Tindrem
doncs: d = aa + bf = kra + ksf = k(ra + sp), i, com que ra + sf és enter, k divideix a d, com
voliem demostrar.

B) Calculem 830834307 = 8308307 = 18" 4 Zs7, on hem rebaixat al representant canonic.

Pel petit teorema de Fermat, i donat que 37 és primer i 18 # 0, sabem que 180 =1, per tant podem
rebaixar ’exponent 4307:

1—84307 _ gi6-110+23 _ (E36)119 TP T RP T .8 - 1%

Tenim: 18 = ﬁ1+2+22+24 =18" .18 ~T822 ~T824, i ara només falta calcular quadrats i multiplicar:
T8 _34—"9, 18 —8i—7 18 —49-12, 18 — 14— 4

Per tant:

8% 8. 79.7.C

N
3
D

Aixi doncs, la resposta final és: 83083437 = 22 (mod 37).

372

A) Demostreu que, per a qualsevol natural n > 0, 3272 4 267+1 ¢g multiple de 11. Podeu usar classes
de residus modul 11.

B) Donats m,a € Z amb m > 2, se sap que a Z,, esté a =3 i 2a+ 1 =2 ' Calculeu el valor de m.

C) Sesapquea ! =571ib=—89 a Zyy. Calculeua-b + 17.

Solucié:
A) Considerem classes de residus a Z;:
=2n+2

32n+2 _|_ 26n+1 — 3

Per tant, 3272 4 267+1 &5 multiple de 11.
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B)a=3=—=2a+1=2-a+1=2-341=7
T=2"e=7 2=1<=13=0 <= m|13 <= m = 13, donat que 13 és primer i m > 2.
C)at=5T=-3=a--3=1=a=-7,donat que —3-—-7=3-7T=21=1.
b=—89 = 1:>B_1:—79,donatqueﬁ-—79:—799:T.
Finalment,ﬁ-g_l:—7-—9:73:§16-5_1+177:270:6.

9.4. Recuperacié del primer parcial 9/01/2019

373

A) a) Simbolitzeu la proposicié: “La divisié d’un nombre racional no nul per un nombre irracional és un
nombre irracional”.

b) Demostreu-la indicant quin métode de demostraci6 useu.

2a
B) Si a, b son reals positius qualssevol, es defineixen la mitjana harmonica per my, = P la mitjana
a+b
. Demostreu que:

geométrica per mgy = Vab, i la mitjana aritmética per m, =

a) my, < my < myg.

b) Si dos de les tres mitjanes son iguals, aleshores ho son totes tres i a = b.

Solucié:
A) a) VmVy(erAx;éO/\ygéQ—)ggéQ).

b) Ho demostrarem per reducci6 a 'absurd. Suposem: 3z € Q Az A0A Jy ¢ QA d € Q (podem
Y

dividir per y donat que y # 0 en ser irracional). El nostre objectiu és arribar a una contradiccio.
Com que z # 0, també z/y # 0 i podem escriure y = /(x/y). Aquesta formula ens diu que, en
ser ¢ i x/y # 0 fraccions, y és una divisi6 de fraccions amb denominador no nul, per tant també
una fraccié: contradiccié amb el fet que x/y € Q que hem suposat.

2ab 2ab 1?
B) a) e my <my = —T—b < Vab = [ —T—b} < [Vab]? (donat que els dos termes sén positius)
a a
4a?b? 4ab 9 19 9 19 9
= ——— <ab= ——— <1=4ab< a*+b*+2ab = 0 < a* + b* — 2ab = (a — b)?,
(a+0b)? (a+0b)?

i aixo és evidentment cert. Per tant, my < my.

b b
at z\/@\/%gx/%%(donatque\/%>0):>ab§

2
b 2ab
\/aba; (Vabvab = ab ja que ab > 0) = aj—b

expressio és certa perqué I’hem demostrada a 'item anterior. Per tant, mgy < m,.

e my < m, = Vab <

< Vab (termes positius). Aquesta ttima

b) e Cas my =my:
2ab
%z\/abﬁélaQbQ:ab(a—Fb)z=>4ab=(a+b)2:>a2+b2—2ab=

0= (a—b?=0=a—-b=0=a=h.

mp = mg =

1 b 2ab 2a?

1 = = = —_— = = = a-
, quan a , Mmp, . g a=mg=m

o Cas mg = mg:

b
My = Mg = ab:%:>4ab:(a+b)2:>a2+b272ab:0:>(afb)2:0:>
a—b=0=a=0.
2ab 2a2

I, quan a = b, my, =
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e Cas mp = my:
En aquest cas, per a), es tindra my, = mg = m, 1 ens remetem al cas anterior.

374

A) Donades les connectives logiques p L g = —pAqipOqg=q— —p, expresseu p L ¢ només en termes
de les connectives — i 0.

B) Donada la successi6 de senars 1,3,5,7, ..., demostreu per induccié que la successio:
1,1+3,14+34+5,14+3+5+7,...

és la successié de quadrats. Expliciteu la hipotesi i la tesi d’inducci6.

Solucié:

A) Tenim: p L g = -pA g = —(pV —q) per la llei de De Morgan i la llei de la doble negaci6. A més,
=(pV —q) = ~(—p — —q) per lequivaléncia a — 8 = —a V § i la llei de la doble negacio. I, per la
definicié de O, tenim —(—p — —q) = —(¢ O —p). Finalment: p 1L ¢ = —(¢ O —p).

B) Hem de demostrar que, per a tot n > 1, es té:
1+34+54+7+...+(2n—1)=n>

Pas basic. Sin =1, la formula a demostrar és 1 = 12, que és evidentment certa.
Pas inductiu. Sigui n > 1.
e Hipotesi d'induccié: 1+3+5+7+ ...+ (2n — 1) = n?.
o Tesi: 1+3+5+7+...+(2(n+1)—1) = (n+1)%; ésadir, 14+3+5+7+...+(2n+1) = (n+1)2.
Procedim:

143454+7+...+2n+1)=[14+3+45+7+...+(2n—1)]+ (2n+1) =n®+ (2n+ 1), on
aqui hem aplicat la hipotesi d’inducci6.
Per tant, 1 +3+5+ 7+ ...+ (2n+ 1) = (n + 1)?, que &s el que voliem veure.

Conclusi6 final: aplicant el principi d’induccié hem demostrat que la propietat és certa per a tot
n>1.

9.5. Recuperacié del segon parcial 9/01/2019

375

A) Sigui A un conjunt que conté, com a minim, els elements 1 i 2. En el conjunt P(A) de les parts de A
es considera la relacié d’equivaléncia:

MRN < {1,2} - M ={1,2} =N VM,N € P(A).

a) Escriviu tots els possibles resultats de l'operacié {1,2} — M, per a M € P(A).

b) Raoneu quantes classes d’equivaléncia hi ha i doneu un representant de cadascuna d’elles.

B) Doneu un conjunt A de tal manera que es compleixi A C P(A).

Solucié:
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A) a) {1,2} — M és un un subconjunt de {1,2}, per tant hi ha 4 possibilitats: 0, {1}, {2}, {1,2}.

b) Hi haura tantes classes d’equivaléncia com possibilitats de loperacié {1,2} — M, és a dir, 4.
Aquestes son:

e ={MePA:{1,2} - M={1,2}-0={1,2}}={MePA):1¢ M,2¢ M}. Un

representant és (0.

e {I}={MePA) {1,2} - M={1,2} {1} ={2}} ={MeP(A):1e M,2¢ M}. Un
representant és {1}.

o {2} ]={MeP):{1,2}-M={1,2}-{2}={1}}={MePA):1¢ M,2€ M}. Un
representant és {2}.

o {12} ={MePA):{1,2}—M={1,2} —{1,2} =0} ={M € P(A): 1€ M,2€ M}. Un
representant és {1,2}.

B) El conjunt buit @) esta inclos a qualsevol conjunt, per tant podem agafar A = ). Una altra possibilitat

és el conjunt A = {0}, que esta inclos a P(A) = {0,{0}}, donat que I’element () de A pertany al
conjunt P(A).

376

A) Siguin A, B,C, D conjunts no buits, i f : A — B, g : C' — D dues aplicacions. Es considera I'aplicacio
h:AxC — B x D donada per:

h(a,c) = (f(a),g9(c)) Yae A VeeC.

a) Demostreu que si f i g son injectives, també ho és h.

b) Demostreu que si f i g son exhaustives, també ho és h.

B) Considerem 'aplicacié f : N — N definida per:

n, sin és miltiple de 5;
f(n) = .
5n, en cas contrari.

Proveu que fo f = f.

Solucié:

A) a) Veurem que h(a,c) = h(d',d) = (a,c) = (a/, ). En efecte:
h(a,c) = h(a',d) = (f(a), 9(c)) = (f(a'),g(c')) (definici6 de h) = f(a) = f(a') i g(c) =
(definici6 de parell ordenat) = a = o’ i ¢ = ¢ (f és injectiva i g també) = (a,c) = (a
(definicié de parell ordenat).
L’aplicaci6 h és doncs injectiva.
b) Si (b,d) € B x D, llavors b € Bid € D. Com que f és exhaustiva, donat b € B existeix a € A

tal que f(a) = b; com que g és exhaustiva, donat d € D existeix ¢ € C tal que g(c) = d. Per tant,
donat (b,d) € B x D existeix (a,c) € A x C tal que h(a,c) = (b,d), és a dir, h és exhaustiva.

B) Notem que fo f: N — N per tant per veure que les aplicacions fo f i f de N en N son iguals, basta
comprovar que (f o f)(n) = f(n) Vn € N, és a dir, f(f(n)) = f(n) Vn e N.
e Cas n multiple de 5. Tenim que f(n) = n, per tant f(f(n)) = f(n), ambdés iguals a n.

e Cas n no multiple de 5. Tenim que f(n) = 5n, per tant f(f(n)) = f(5n), i donat que 5n és
multiple de 5, f(5n) = bn. Per tant, f(f(n)) = f(n), ambdoés iguals a 5n.
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9.6. Examen de reavaluacié 4/02/2019

377 Demostreu per induccioé que per a tot n > 1 és:

1 1 1
I+ —=+—%++—F7=<2Vn
V2 3 Jn vn

Solucié:
Pas inicial: per a n =1 tenim:

>

k=1

=1<2V1=2.

<l

Pas inductiu: Sigui n > 1 i suposem (hipotesi d’induccio):

Procedim:
n+1

> L e Y
on a la de&gualtat hem aplicat la hipotesi d’induccié. Ara tenim:
2Vn+ ——= <2Vn+1e2ynvn+1+1<2(n+1)

s 2/nvn+1<2n+1
SAn® +4n < (2n+1)? =4n® +4n + 1

<2Vn+ ——

v

i, com que aquesta darrera desigualtat és certa, el que voliem demostrar també ho és.

Pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 1.

378 Siguin A, B i C conjunts i anomenem X := (A\ B)\CiY := A\ (B\CO)
a) Demostreu que X C Y.

b) Demostreu que, en general, la inclusié reciproca no és certa.

Solucié:
a) D’una part, tenim:
reXsreANr g BAx ¢ C,
que té la forma p A =g A —r. D’altra part, tenim:
reYerzeAN(x¢ BVzel),
que té la forma p A (—p V r). Ara es té:
PADGAT = pAag=pA (g AT),

d’on el resultat.



186 Examens resolts de Fonaments Matematics

b) Considerem el contraexemple segiient: X = {1,2}, B =0, C = {2,3}. Llavors (A\ B)\ C = {1} i
A\ (B\C) ={1,2}.

379 Sigui f: Z — Z una aplicaci6 bijectiva.
a) Proveu que g : Z — Z donada per g(n) = f(n) + 1 és també una aplicacio bijectiva.
b) Proveu que, per a tot m € Z, es té g~ (m) = f~1(m — 1).

Solucié:  Demostrem que g és injectiva. Siguin n,n’ € Z. Llavors:

gln) =g(n') = f(n) +1=f(n)+1= f(n) = f(n)=n="r/

aquesta darrera implicacioé perqué f és injectiva. Demostrem ara que g és exhaustiva. Sigui m € Z. Hem
de veure que existeix n € Z tal que g(n) = m. Tenim:

gn)=me f(n)+1l=me& f(n)=m-—1
i, com que f és exhaustiva, donat 'enter m — 1, existeix un enter n tal que f(n) = m — 1, d’on deduim
Pexhaustivitat de g.

Sigui h(m) = f~1(m —1). Veiem que h i g sén mituament inverses una de Paltra:

(hog)(n ) h(g(n)) = f~ (g(n) = 1) = f~H(f(n)) = n,
(goh)(n) = g(h(n)) = ( fn=1))=f(fT"n-1))+1=n-1+1=n
Per tant, ho g = go h = Iz, d’on deduim que h és la inversa de g (i g és la inversa de h).

380

a) Demostreu que si un nombre enter a no divideix al producte b - ¢, tampoc divideix ni a b ni a c. Es
cert el reciproc? Justifiqueu la resposta.

b) Trobeu tots els nombres enters de la forma 4m + 3, on m € Z, que siguin multiples de 7

¢) Calculeu les solucions enteres (z,y) de 'equacié 522 + z — 7y + 1 = 0. (Indicacio: passeu a Zr).

Solucié:

a) Demostrem la forma contrareciproca, que diu: si alb o alc, llavors a|bc. En efecte, si a|b, com que clara-
ment es té b|be, aleshores, per la propietat transitiva de la divisibilitat, tenim que a|be. Analogament
si ale.

El reciproc diu: si a no divideix a b ni a ¢, llavors a no divideix a bc. La seva forma contrareciproca,
que és equivalent, diu: si a|be, llavors alb o alc. Aquesta propietat és falsa. Veiem un contraexemple:
a=06,b=21c=3. Llavors tenim que 6|23, perd 6 f21i6 /3.

b) L’enter 4m + 3 és multiple de 7 si, i només si, 4m + 3 =0 (mod 7); és a dir 4m = —3 =4 (mod 7).

Com que mcd(4,7) = 1, el 4 té invers modul i 7 i el podem simplificar a la congruéncia, obtenint:

m =1 (mod 7). Per tant, 4m + 3 és multiple de 7 si, i només si, m = Tk + 1, per a cert k € Z. Per
tant, els enters demanats son de la forma 4m +3 =4(7k +1) +3 =28k + 7, amb k € Z.

c) Prenent classes a Z7 obtenim 1’equacié quadratica 572 +Z + 1 = 0. Substituint Z pels elements de Zr,
veiem que les solucion s6n T =11 T = 3. Ara discutim cadascuna d’aquestes solucions per separat.

Siz = 7k + 1, amb k € Z, llavors, substituint a l’equaci6é original i aillant la y, obtenim y =
35k2 + 11k + 1. Six = Tk + 3, amb k € Z, fent el mateix, obtenim y = 35k% + 31k + 7. Es a dir, hi
ha dos conjunts de solucions:

r=Tk+1, y=35k>+11k+1, keZ
r=Tk+3, y=35k>+31k+7, keZ.
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9.7. Examen parcial 04/04/2019

381

A) Sigui R l'univers de discurs i sigui P(x) el predicat:
Yy (y > o — y* > 2?).

Demostreu que z > 0 = P(x) és certa.

Escriviu la negaci6 de P(x).

)
)
3) Demostreu que x < 0 = P(x) és falsa.
) Deduiu que P(x) és certa <= z > 0.
)

Demostreu que si a és un nombre racional no nul, llavors 3a + 1 és un nombre racional diferent
de 1.

2) Es cert el reciproc? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

A) 1) Suposem x > 01y > x, i per tant y > 0. Tenim que % — 22 = (y+2z)(y —z) > 0, per ser producte
de nombres més grans o iguals que 0, d’on y? > 22. Aixi queda demostrat que P(z) és certa.
g g q ) Y q q

2) 3y (y >z A y*<a?)

3) Sigui z < 0. Veiem que —P(z) és certa, és a dir que, éssent z < 0, existeix y tal que y > z i
y? < 22. Prenent y = z/2, tindrem /2 > x donat que © — x/2 = /2 < 0 i 2%/4 < % donat que
2?2 — 22 /4 = 32%/4 > 0.

4) P(x) = x > 0 és certa perqué el seu contrareciproc és la implicaci6é de apartat 3, i la reciproca
x > 0 = P(x) és certa perqué és la implicacié de 'apartat 1.

B) 1) Suposem que a és un nombre racional no nul, és a dir, que existeixen enters m,n no nuls tals que
a =m/n. Es té que 3a + 1 = (3m + n)/n és un nombre racional, i és diferent de 1 donat que
3a+1=1= a =0, que contradiu la hipotesi a no nul.

2) Reciproc: si 3a + 1 és un nombre racional diferent de 1, llavors a és un nombre racional no nul.

Es cert, donat que 3a +1 = ¢/d € Q = a = (¢ — d)/3d € Q i, raonant pel contrareciproc,
a=0=3a+1=1.

382 Dues demostracions de la suma dels n primers enters positius.

n
1) Sigui m» un enter més gran o igual que 1, i A = Z [(z + 1)2 — ig]. Demostreu que el seu valor és
i=1
n(n + 2). (Indicacié: expresseu A usant punts suspensius.)

n(n+1).

n
2) Usant el fet evident que (i + 1)? — 4% = 2i + 1 i 'apartat anterior, proveu que Zz = 5

i=1

3) Demostreu ara la formula de Papartat 2 aplicant el principi d’induccié simple.

Solucié:

1) A:i[(iﬂ)?—ﬁ] =22 -1+ 32 -2+ 42 -3+ ..+ —(n—-D+[n+1)?-n?, i

simplificant sumands obtenim A = —12 + (n +1)2 = n? 4+ 2n = n(n + 2).
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2) A=Y [(i+1)* -4’ :i2i+1:i2i+il:2ii+n:n(n+2).
. i=1 i=1 i=1 i=1

n(n—|—1).

n
1
Per tant, aillant el tori | = — 2) —n| =
er tant, aillan esumaorl,g i 2[n(n—|—) n| 5

=1

n(n+1)

n
3) Hem de demostrar per induccio Zz = 5

i=1

, per a tot n > 1.

és evidentment certa.

1+1
Pas basic. Sin =1, Z;Zl i=1= i

Pas inductiu. Sigui n > 1.

o N~ n(nt1)
Hipotesi d’ind ok = —.
e Hipotesi d'induccié ;z 5
n+1
. . (n+1D(n+2)
Tesi: =
o Tesi Zz 5
i=1
n+1 n n(n+ 1)
Procedim: Zz = E i+ (n+1) = (apliquem la hipotesi d’induccié) = — +(n+1) =
i=1 i=1

(n+1)<g+1):w.

Conclusi6 final: aplicant el principi d’induccié simple hem demostrat que la férmula és certa per a tot
n > 1.

9.8. Examen parcial 16/05/19

383 Sigui X un conjunt i P(X) el conjunt de les seves parts. En el producte cartesia P(X) x P(X)
definim la relacié R segiient:

(A,B)R(C,D)<~—= ANB=CnND,
essent A, B,C, D € P(X).

1) Demostreu que R és una relacié d’equivaléncia.
2) Descriviu les classes dels elements (X, X) i (X, 0).

3) Doneu tots els elements del conjunt quocient [P(X) x P(X)] /R en el cas X = {1,2}.

Solucié:

1) R és d’equivaléncia perqué compleix les propietats:
o Reflexiva: (A, B) R (A, B) per a qualssevol A, B € P(X), donat que evidentment es t¢ AN B =
ANB.
e Simeétrica: (A,B) R(C,D) = ANB=CND=CND=ANB= (C,D) R (A, B).

e Transitiva: (A,B) R (C,D) AN (C,D) R(E,F) = AnNnB=CnNnD AN CNnD=ENF =
ANB=ENF — (A B) R (E,F).

2) (X, X)={(A4,B) e P(X)xP(X): AnNB=XNX=X}={(X,X)} donat que ANB=X = A=
B=X.
D’altra banda, (X,0) = {(A4,B) e P(X) xP(X): AnNB=XnNn0=0}={(A4,B) e P(X) x P(X):
A, B son disjunts}.
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3)

Tenim X = {1,2}, P(X) = {0,{1},{2}, X} i P(X) x P(X) té 16 parells ordenats.

Donat que la relacié consisteix en “donar la mateixa intersecci¢”, hi haura tantes classes d’equivaléncia
com possibles interseccions de subconjunts d’X = {1, 2}, és a dir, tantes classes com subconjunts d’X,
o sigui 4:

e la dels parells que donen intersecci6
0,0)={(A,B): An B = 0}
={(0.0), (@,{1}), (©0,{2}), (0, X), ({1},9), ({2}, 0), (X, 0), ({1}, {2}), ({2}, {1}) };

e la dels parells que donen intersecci6 {1}:

({1} {1}) ={(4,B) : An B = {1}} = {({1}, {1}), ({1}, X), (X, {1} };

e la dels parells que donen intersecci6 {2}:

({2}, {2}) ={(4,B) : An B = {2}} = {({2},{2}), ({2}, X), (X, {2} };

e la dels parells que donen interseccié X:

(X.X) = {(4.B): AN B = X} = {(X,X)}.

384 Es donen les aplicacions segiients:

o f:R—Z, f(x)=2z].
e g:Z =R, g(m)=m/2.
e 1:[0,2] = [1,5], h(z) =1+ 22 (on [0,2] i [1,5] son intervals de la recta real).

Demostreu que:

1
2
3

)
)
)
4)

Proveu que ni f ni g sén bijectives.
Proveu que f o g = Iz, i, per tant, f o g és bijectiva. Calculeu la seva inversa.
Demostreu que h és bijectiva. Calculeu la seva inversa.

Doneu una altra funcié ¢ : [0, 2] — [1,5] que sigui bijectiva perd que no sigui h.

Solucié:

1)

L’aplicacié f no és bijectiva donat que no és injectiva, basta comprovar que f(0) = f(0.1) = 0.

L’aplicacié g no és bijectiva donat que no és exhaustiva: /2 no té antiimatge, ja que no hi ha cap
enter m tal que % =/2.
Per a qualsevol m € Z, es té:(f o g)(m) = f(g(m)) = f(m/2) = [2m/2| = |m| = m, ja que m és

enter. Per tant, f o g = I;. Es bijectiva donat que tot element de Z té com a tnica antiimatge ell
mateix. La seva inversa és evidentment ella mateixa: (f o g)™t = (Iz) "t = Iz.

Veiem que tot y € [1,5] té una unica antiimatge a [0, 2] i aixi h sera bijectiva :

L’equacié 1 + 22 = y té dues solucions reals (o una sola z = 0 si y = 1): = £+/y — 1, donat que
y—1 > 01 existeix ’arrel quadrada. D’aquestes dues solucions, z = —/y — 1 no pertany evidentment
a [0,2] (si y # 1), i 'anica que pertany a linterval [0,2] és z = ++/y — 1 (donat que si 1 < y < 5,
llavors 0 <y —1<410<+y—1<2). Aquesta x = ++/y — 1 és doncs I'tnica antiimatge d’y per
la funcio6 h.

La inversa d’h ve donada per tant per h=1 : [1,5] — [0,2], h71(z) =z —1.

Podem recorrer a una funcioé lineal, és a dir, un segment d’extrems els punts (0,1) i (2,5): t(x) = 2z+1,
que és bijectiva entre [0,2] i [1,5] donat que tot y € [1,5] té com a unica antiimatge y?_l € [0,2].
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9.9. Examen final 06/06/2019

385 Considerem I'equacié diofantica 84z — 133y 4+ a? = 1, on a € Z és un parametre.

1)
2)
3)

Proveu que hi ha soluci6 entera (z,y) si, i només si, 7|(1 +a) o 7|(1 — a).
Resoleu 'equacié en les incognites enteres x,y quan a = 13.

Trobeu la soluci6 entera (z,y) que tingui la x positiva més petita quan a = 13.

Solucié:

1)

Suposem que hi ha solucié entera (z,%) de 'equacié donada. Aleshores 84z — 133y = 1 — a? i, per
tant, mecd(84,133) = 7 divideix 1 — a? = (1 — a)(1 + a). Pel lema d’Euclides, com que 7 és un nombre
primer, tenim que 7|(1 —a) o 7|(1 + a).

Reciprocament, suposem que 7|(1 — a) o 7|(1 + a). Llavors, en qualsevol cas, tenim que 7|(1 — a?).
Per tant, 'equacié diofantica 84z — 133y = 1 — a? té soluci6 entera en z, .

Quan a = 13, 'equacio és 84x — 133y = —168. El mcd(84,133) = 7 divideix —168 i, per tant, hi ha
soluci6. Aplicant lalgorisme d’Euclides escrivim la identitat de Bézout: 133 - (—5) + 84 -8 = 7. Per
tant, una solucio particular de l'equacio és: 84 - (—192) — 133 - (—120) = —168. Consequentment, la
solucid general és:

—133 84
x:—192+7t:—192—19t, y:—120—7 = —120 — 12t teZ.
Tenim:

192
m:—192—19t20@t§—1—9:—10.1<:>t§—11

Prenent ¢ = —11, obtenim: = =17, y = 12.

386 Tots els apartats son independents entre si.

Demostreu que tot divisor de dos nombres enters és també divisor de qualsevol combinaci6 lineal
entera d’aquests dos nombres. Justifiqueu tots els passos.

Se sap que m? = 13k, on m, k € Z. Proveu que 13 és un divisor de k. Justifiqueu tots els passos.

El maxim comu divisor de dos enters val 5 i el seu minim comt mualtiple val 70. Es demana calcular
aquests dos nombres, donant totes les possibles solucions.

A Zqpy esté que a+b=23081ia—b=204. Calculeu @ i b.

Demostreu que, si n és primer i sia-b=0 a Z,, llavors @ = 0 o b = 0. Demostreu que aixo no és cert
en general (per a qualsevol n).

6) Demostreu, usant congruéncies, que per a cap enter n, el nombre 3n + 8 és el quadrat d’un enter.
Solucié:
1) Hem de provar que, amb univers Z, tenim: r|a,rb = r|(aa + 8b) Va, .
Procedim:
rla,r|b=3h,k a=rhb=rk (definici6 de m|n)

= aa+ b= arh+ frk = r(ah + pk) (calculs algebraics)
= r|(aa + Bb) (definicio de m|n).
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2)

2a=2-a=T, pertantﬁszl'? Donat que 101 + 2 - (=5
=32 . 7=51.7=357=54. Daqui: b=a—2=54—2 =52.

Per definici6 de divisibilitat, m? = 13k implica que 13|m?, i pel lema de Euclides tenim 13|m \V 13|m;
és a dir 13|m. Per tant, existeix h tal que m = 13h. Substituint a m? = 13k, obtenim 13h? = k; és a
dir 13|k

Els dos nombres buscats son de la forma 5h i 5k, on ki h no tenen cap factor primer en comu i, com
que 70 = 2 -5 -7, els factors primers de k i h només poden ser 2 i 7. Per tant els nombres (si son
positius) seran {5,5-2-7="70} o bé {5-2=10,5-7 = 35}. Com que també poden ser negatius, cal
afegir les sis solucions: {—5,70}, {5,-70}, {—5,-70}, {—10,35}, {10, —-35}, {—10, —35}.

— b= 2. Si sumem les equacions:

Q I

Reduint representants modul 101, el sistema donat és @ + b = 5,
0) = 1, tenim 27" = 50 = 51, i aixi:

Si @i b existeixen, han de ser aquestes. Reciprocament, hem de comprovar que efectivament aquestes
classes son soluci6 del sistema:

a+b=54+52=106=5, @—b=>54—52=2.

Per tant, @ = 54, b = 52 son, efectivament, les classes buscades.

Sigui n primeria-b =0 a Z,. Suposem @ # 0 i demostrem b = 0. La condici6 @ # 0 significa que a no
és multiple de n, i per tant, en ser n primer, mcd(a,n) = 1 i aix{ existeix classe inversa @~!. LLavors:

a-b=0=a ' a-b=a!-0=0=>1-b=0=0b=0.

En el cas general amb n no primer la implicacié és falsa. Un contraexemple és a Zg: 2-3 = 6 = 0 i,
en canvi, 2 # 0,3 # 0.

Ho demostrarem per reduccié a 'absurd. Suposem que existeix k € Z tal que 3n + 8 = k2. Prenent
classes a Zs, resulta: 3n + 8 = k2 = EQ; és adir,8=2= 5

Com que 0 = 0, = 1,1 == 1, la classe 2 no és el quadrat de cap classe a Zs, cosa que
contradiu 2 = E2. La demostracié queda aixi conclosa.

9.10. Examen de recuperaci6 del primer parcial 06/06/2019

387 Considerem les proposicions:

1)
2)
3)
1)
5)

A) Vo, yeR (2> +y*=0—2=0Ay=0)
B) Vo,yeR (2> —y?=0—=2=0Ay=0)
Negueu les proposicions A i B.
Proveu que A és certa. Indiqueu el métode de demostracio.
Escriviu el reciproc de la proposicio A. Es cert?
Proveu que la proposicié B és falsa. Indiqueu el métode de demostracio.

Escriviu el reciproc de la proposicié B. Es cert?

Solucié:

1)

La negaci6 de la proposicio A és:
2,y R (2 +4> =0A (2 #A0Vy #0))
i la negacié de B és:

Jz,yeR (22—  =0A(x#A0Vy #0))
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2) Ho demostrem pel contrareciproc. Suposem que z # 0. Llavors 22 > 0 i, per tant, 22 + y* > 0.
Analogament es procedeix si y # 0.

3) El reciproc de la proposicio A és:
Ve,y€R (2 =0Ay=0— 2% +y*>=0),
que clarament és cert.

4) Per a provar que la proposicié B és falsa construim un contraexemple. Siguin x =11y = 1. Llavors
22—y =1-1=0ix#0iy#0.

5) El reciproc de la proposicié B és:
Vo,y € R (z=0Ay=0— 2% —y*>=0),

que clarament és cert.
388 Demostreu per inducci6é que si n > 2, aleshores:
> <2
k2 n’
k=1

Solucié:

Pas inicial: per a n = 2 tenim:

Lol 15, 13
—kr 1 ti171 2 2
que és cert.

Pas inductiu: fixem un enter n > 2 i suposem (hipotesi d’inducci6):

<2-—

S |-

1
k

TTM:

Volem demostrar (tesi d’induccio):

n+1

et
k2 n+1
Procedim:
n+1 n
1
ZkZ 2t e
1 1
<2——+ —-= la H.I.
n+(n+1)2 per la
(n+1)2—-n n?+n+1
B nin+1)2 n(n +1)2
Ara tenim:
n>+n+1 1 n>+n+1 1 n>+n+1

<z—- = > = >1
n(n +1)2 n+1 nn+1)2 "~ n+1 n?+n

i, com que aquesta tltima desigualtat és certa, obtenim el resultat que voliem.

Per tant, pel principi d’induccio, la propietat és certa per a tot n > 2.
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9.11. Examen de recuperacié del segon parcial 06/06/2019

389 Es donen quatre relacions binaries, cadascuna en el seu respectiu conjunt:

1) EnR—{0}: 2Ry~ >0. 3) EnN: xRy <= 1+22% =1+ 2>
Y

2) EnZ: zRy<—uz>y. 4) EnR: zRy<=axz+y=0.

Esbrineu raonadament quines sén d’equivaléncia, i, en els casos que ho siguin, descriviu el conjunt quocient
corresponent.

Solucié:

1) zy > 0 equival a que z,y tenen el mateix signe, per tant és evidentment reflexiva (signe de x igual a
signe de x), simétrica (signe de z igual a signe de y implica signe de y igual a signe de z) i transitiva
(signe de z igual a signe de y i signe de y igual a signe de z implica signe de x igual a signe de z).

Es una relacié d’equivaléncia amb dos classes, la dels nombres positius i la dels nombres negatius:
(R —{0})/R = {(=00,0), (0, +00)}.

2) No és simétrica (4 R 1 perd no és cert que 1 R 4), per tant no és d’equivaléncia.

3) Donat que z Ry <= 1+223 =1+ 2y3 & 23 = y3 <= 2 = y, R és la relaci6 idéntica, que és
d’equivaléncia i les classes son singletons: T = {z} Vx € N.

Es t¢ N/R = {{z}: 2z € N}.

4) No és reflexiva (no és cert 1 R 1), per tant no és d’equivaléncia.

390 Tots els apartats son independents entre si.

1) Demostreu, justificant cada pas, que si A, B sén dos conjunts dins d’un univers €2, es té:
A=(ANB)U(ANB°).

2) A és un conjunt i se sap que el conjunt de les parts d’A té 8 elements i conté els elements {2} i {7, 8}.
Construiu el conjunt A.

3) Sigui A un conjunt, B = {a,b}, i f : A — B una aplicacié de la qual se sap que f~'({a}) = {1,2,3,4}
i f71({b}) = {6,7}. Es demana donar el conjunt A, i raonar si f és injectiva i/o exhaustiva.

4) Raoneu per qué l'aplicacié f : R x R — 0,+00) donada per f(a,b) = +/|ab| no és injectiva pero si
exhaustiva.

Solucié:

1) Per ser A C Q, tenim que A = ANQ; i, per definicié de B¢, tenim que ANQ = AN (BU B°), i per la
propietat distributiva de N respecte de U, tenim finalment A N (B U B¢) = (AN B) U (AN B°).

2) Si card(P(A)) = 8 = 23, llavors card(A) = 3. Com que {2} i {7,8} sén subconjunts d’A, A conté els
elements 2, 71 8, per tant A = {2,7,8}.

3) Com que B = {a,b}, el conjunt de les antiimatges dels elements a i b és el conjunt inicial A donat
que f és una aplicacié. Es a dir, A = {1,2,3,4,6,7} i 'aplicacié és exhaustiva ja que a i b tenen
antiimatges. No és injectiva, ja que a té més d’una antiimatge.

4) f no és injectiva donat que f(0,0) = f(0,1) = /0 = 0. f és exhaustiva donat que qualsevol y €

[0, +00) té (per exemple) com a antiimatge l’element (y,y), donat que f(y,y) = /|¥?| = V> = |y| =
y.
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9.12. Examen de reavaluacié 15/07/2019

n n? n?
391 Proveu que 3 + - + 5 és enter per a qualsevol valor n € N.

392 Definim AA B = (A— B)U (B — A). Digueu si 'afirmaci6 que segueix: A A B = A si i només si
B = () és vertadera o falsa i justifiqueu la resposta (demostracio en cas que sigui vertadera i contraexemple
en cas que sigui falsa).

393 Considerem el conjunt dels nombres enters Z i aplicaci6 f : Z — Z definida per f(n) = n?+n+1.
Es f injectiva? Es f exhaustiva? Es f bijectiva? Justifiqueu les respostes.

394 Siguin r, m, n enters no nuls. Digueu si cada una de les dues afirmacions que segueixen és vertadera
o falsa i justifiqueu la resposta.

2

a) Sir divideix a m? — n?, llavors r divideix a (m — n) o r divideix a (m + n).

b) mecd(m,n) = med(m — n,m + n).

395 Resoleu en Zgy 5 'equacio segiient: 765 - 7 = 25 (o justifiqueu que no té solucio).
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